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Aufgabe 6.1 4 Punkte

Sei n ∈ N,Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C1. Außerdem seien f ∈ C(Ω) und
g ∈ C(∂Ω). Definiere auf

A := {u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) | u = g auf ∂Ω}

die Energie als Funktional von u ∈ A durch

E(u) :=

∫
Ω

1

2
|∇u|2 − fu dx.

Beweisen Sie, dass u ∈ A genau dann ein Minimierer von E in A ist wenn u das Rand-
wertproblem {

−∆u = f in Ω,

u = g auf ∂Ω

löst. Ein Minimierer u ∈ A ist hierbei definiert durch E(u) ≤ E(v) für alle v ∈ A.

Hinweis. Machen Sie sich für u ∈ A klar, dass Funktionen der Form u+ tϕ für t ∈ R und
gewisse Funktionen ϕ wiederum in A liegen.

Aufgabe 6.2 4 Punkte

Seien m,n ∈ N, 1 ≤ p ≤ n und Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ Cm. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) Für mp < n gilt Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) für alle 1 ≤ q ≤ q∗ mit

1

q∗
=

1

p
− m

n
.

(b) Für mp = n ≥ 2 gilt Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) für alle 1 ≤ q <∞.

Hierbei bezeichnet X ↪→ Y eine stetige Einbettung des Raums X in Y , d.h. es gibt eine
Abschätzung der Form

‖u‖Y ≤ C‖u‖X ∀ u ∈ X.

Aufgabe 6.3 4 Punkte

Für n ∈ N, n < p < ∞ seien α = 1 − n/p, Ω ⊂ Rn eine offene, beschränkte Menge und
u ∈ W 1,p

0 (Ω). Zeigen Sie, dass es einen Hölder-stetigen Vertreter ũ ∈ C0,α(Ω) gibt mit
ũ = u f.ü. in Ω und für C = C(n, p,Ω) > 0

‖ũ‖C0,α(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω)n

gilt. Dabei ist die entsprechende Hölder-Norm gegeben durch

‖ũ‖C0,α(Ω) := sup
x∈Ω

|ũ(x)|+ sup
x 6=y∈Ω

|ũ(x)− ũ(y)|
|x− y|α

und (C0,α(Ω), ‖ · ‖C0,α(Ω)) ein Banachraum.

Hinweis. Zeigen Sie die Aussage zunächst für u ∈ C1
c (Ω) und schätzen Sie für x1, x2 ∈ Ω

die Differenz u(x)−u(xi) für x ∈ B := Bρ((x1 +x2)/2) mit Radius ρ := |x1−x2| geeignet
ab und integrieren Sie.
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