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Aufgabe 12.1 4 Punkte

Seien g ∈ C2(R) und h ∈ C1(R).

(a) Sei u ∈ C2(R × (0,∞)) ∩ C1(R × [0,∞)) eine Lösung der 1-dimensionalen Wellen-
gleichung {

utt − uxx = 0, in R× (0,∞)

u = g, ut = h, auf R× {0}.
(1)

Zeigen Sie, dass dann u durch die folgende Darstellungsformel gegeben ist

u(x, t) =
1

2

(
g(x + t) + g(x− t) +

∫ x+t

x−t
h(y) dy

)
. (2)

Insbesondere ist u eindeutig.

(b) Sei nun andererseits u durch (2) gegeben. Dann ist u ∈ C2(R× (0,∞)) und löst (1).

Aufgabe 12.2 4 Punkte

In dieser Aufgabe wollen wir (klassische) radialsymmetrische Lösungen der Wellenglei-
chung in 3D betrachten:
Sei u ∈ C2(R3 \ {0} × R) eine radialsymmetrische Lösung der Wellengleichung

utt −∆xu = 0 in R3 \ {0} × R.

Zeigen Sie, dass zwei Funktionen g, h ∈ C2(R) existieren, sodass

u(x, t) =
g(|x|+ t) + h(|x| − t)

|x|
für alle (x, t) ∈ R3 \ {0} × R. (3)

Hinweis: Wegen der Radialsymmetrie von u existiert ein f , sodass u(x, t) = f(|x|, t).
Überlegen Sie sich, dass für n = 3 gilt

∆u(x, t) =
2

|x|
f ′(|x|, t) + f ′′(|x|, t).

Führen Sie damit das Problem auf die Wellengleichung in einer Dimension zurück, indem
Sie die Funktion v(r, t) := r f(r, t) betrachten. Was ist ∂2

rrv(r, t)? Nutzen Sie dann Aufgabe
12.1 um die Darstellung (3) zu erhalten.

Bitte wenden!
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Aufgabe 12.3 4 Punkte

In dieser Aufgabe untersuchen wir die potentielle und die kinetische Energie der Wellen-
gleichung:
Sei u ∈ C2 (R× [0,∞)) eine Lösung der Wellengleichung

utt − uxx = 0 in R× (0,∞),

u(x, 0) = g(x) in R,

ut(x, 0) = h(x) in R,

wobei g ∈ C2
c (R) und h ∈ C1

c (R). Weiterhin definieren wir die potentielle und kinetische
Energie auf [0,∞) durch

P(t) :=

∫
R
|ux(x, t)|2 dx, K(t) :=

∫
R
|ut(x, t)|2 dx.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Gesamtenergie E := P + K ist konstant.

(b) Es existiert ein T > 0, sodass P(t) = K(t) für alle t > T .

Hinweis: Nutzen Sie die Lösungsdarstellung aus Aufgabe 12.1.
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