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Kapitel 1

Mengen und Zahlen

1.1 Logische Regeln und Zeichen

1.1.1 Quantoren

o Vx "fiir alle 2”7, z.B. “Vo € M : A” heifit, dass eine Aussage A fiir alle Elemente
einer vorgegebenen Menge M giiltig ist.

e Jz és gibt (mindestens) ein z”

Entsprechend
e ! és gibt genau ein ...”

o 7 és gibt kein z...”

1.1.2 Weitere Symbole
Fiir zwei Aussagen A, B schreiben wir:
e A = B als Abkiirzung fiir dus A folgt B”

Die mathematische Bedeutung einer solchen Aussage wollen wir erlautern: A = B
ist genau dann richtig, wenn entweder A falsch und (B falsch oder richtig) oder A
richtig und B richtig ist.

Als sprachliche Formulierung von “A = B” wird auch verwendet:
” A ist hinreichend(e Bedingung) fiir B”, oder
” B ist notwendig(e Bedingung) fiir A”.

Wir schreiben
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e A& B fir 7 A gilt genau dann, wenn B gilt”

e AN B fiir”A und B sind giiltig”

—A fiir 7 A ist falsch”bzw. ” A gilt nicht”

e AV B fiir ”A oder B sind giiltig” (aber nicht éntweder ... oder”, es konnen
also sowohl A als auch B zutreffen)

Im folgenden geben wir einen Uberblick iiber die logische Struktur der iiblichen
mathematischen Beweistypen.

1.1.3 Direkter Schluss A = B
Beispiel 1.1. m gerade Zahl = m? gerade Zahl

Beweis. m gerade

= dn natiirliche Zahl s.d. m = 2n

= m? = 4n? = 2(2n?)

= m? = 2k mit k = 2n? natiirliche Zahl

= m? gerade. O

1.1.4 Beweis des Transponierten (der Kontraposition)

Zum Beweis von A = B zeigt man =B = —A.
Man sieht ndmlich
(A= B) & (-B = -A)

Beispiel 1.2. Seim € N dann gilt m? gerade = m gerade

Beweis. Wir zeigen stattdessen: m ist ungerade = m? ist ungerade

m ungerade = es gibt eine natiirliche Zahl n : m = 2n+1 = m? = 2n + 1) =
dn? +4n+1=2(2n*>+2n)+1 = m? = 2k + 1 , wobei k natiirliche Zahl = m? ist
ungerade 0

1.1.5 Indirekter Schluss (Beweis durch Widerspruch)

Man nimmt an, dass A = B nicht gilt, d.h. A A =B und zeigt, dass dann fiir eine
dritte Aussage C' gelten muss:
C A =C, also ein Widerspruch (kurz %)

Beispiel 1.3. fa rationale Zahl: a> = 2
anders ausgedriickt: a rationale Zahl = a® # 2
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Beweis. Wir nehmen an, dass a? = 2

dann folgt

einerseits: 3 ganze Zahlen b, ¢ teilerfremd (ohne Einschrinkung, denn sonst kiirze
soweit wie moglich) mit a = b/c.

andererseits: 2 = a% = (’E’)Z = g—i = b? = 2¢?

b? ist gerade = b ist gerade (wie schon gezeigt) = 3d natiirliche Zahl : b = 2d =
b = 4d>.

Auflerdem ist b* = 2¢?, also 2¢® = 4d* = ® = 2d* = ? ist gerade = c ist auch

gerade.
Also miissen b und ¢ beide gerade sein, insbesondere nicht teilerfremd, damit haben
wir einen Widerspruch %hergeleitet. O]

1.1.6 Induktionsbeweis

Um zu zeigen, dass eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, beweist man:
1. A(0) gilt
2. mit A(n) gilt auch A(n + 1) fiir alle natiirlichen Zahlen
Dieses Induktinosprinzip lautet also in formaler Schreibweise:
A(O)A (Vn: A(n) = A(n+1)) = Vn: A(n)
Bemerkung 1.4. Fine ausfiihrliche Behandlung folgt spdter.

Das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion
Es soll die Giiltigkeit einer Aussage A(n) fir alle n € IN bewiesen werden.

Beispiel 1.5. A(n) =142+ .. +n? = in(n+1)(2n+ 1)
Beweis. Wir zeigen

e Induktionsanfang, d.h. A(1) ist richtig: A(1):1?=1-1-2-3=1

D=

e Induktionsschritt: wir zeigen, dass: falls A(k) richtig = A(k + 1) richtig

Wir nehmen an, dass A(k) richtig ist, d.h.

1
12+...+k:2:6k:(k:+1)(2k;+1) (1.1)



8 MENGEN UND ZAHLEN

dann folgt:

Py R (k12 = ék(k+1)(2k+1)+(k+1)2
= (k+ 1)Kk + 1)+ +1)

1 1
:(k:+1)(§k:2+6k:+k:+1)

1 7
= (k+ 1)(§k2 +gk+ 1)

(k+1)(2k* + 7k + 6)

(k+1)(2k+3)(k+2)

(k+1)(k+2)2k+1)+1)

D =D ==

Erlduterung: Falls A(k) richtig ist, ist auch A(k + 1) richtig. Nun ist A(1) richtig,
nach dem eben bewiesenen also auch A(2). Aus A(2) folgt A(3) und so weiter. Das
Induktionsprinzip erlaubt aus dem Induktionsschluss: A(n) richtig fir allen € N O

Bemerkung 1.6. Bei der vollstindigen Induktion kann auch mit irgendeiner natirlichen
Zahl ng anstelle von 0 gestartet werden

1.1.7 Summenzeichen und Produktzeichen

Definition 1.7 (Definition (Summenzeichen):). Wir definieren fir n > 0:

n
E ag ‘= a1 + ... + ayp.
k=1

Allgemeiner definieren wir

n

Zak:am+...+an, falls n > m

k=m

bzw.
n

Z ay := 0, falls n < m, sog. "leere Summe”.

k=m

Analog definieren das Produktzeichen.
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Definition 1.8 (Definition (Produktzeichen):). Wir definieren fir n > 0:

n
Hak = da;-ag - ... Qp.
k=1

Allgemeiner definieren wir
n
Hak:am-...-an, falls n > m
k=m

bzw.

H ay =1, falls n < m, sog. "leeres Produkt”.
k=m

Definition 1.9 (Definition (Fakultdt und Potenz):). Die Fakultat (sprich: “n Fa-
kultat”) ist definiert durch

n! = Hk und 0! ;= 1.
k=1

Die Potenz (sprich: “a hoch n”) ist definiert durch

Bemerkung 1.10. Die Rechenregeln
° am+n = a™.q"
° (am>n = qg™m"

ergeben sich durch Induktion.

1.2 Mengen

Den Grundbegriff der Menge kénnen wir nach Georg Cantor (1895) ”definieren”.

Definition 1.11. Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Den-
kens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Uns geniigt es hier, festzuhalten, dass eine Menge M dadurch charakterisiert ist,
dass von jedem vorliegendem Objekt = feststeht, ob gilt:



10 MENGEN UND ZAHLEN

o v € M (x gehort zu M; x Element von M) oder
e x ¢ M (x gehort nicht zu M; x kein Element von M)

Eine Menge M mit genau den Elementen xy, ...x,, schreiben wir als M = {x1, ..., 2, }
Eine Menge M fir diex € M < A(x), wobei A(x) eine Aussage iiber x ist, schreiben wir als

M ={z| A(x)} oder M ={z: A(x)}

Jetzt definieren wir mit Hilfe dieser Grundbegriffe iibliche Abkiirzungen der Men-
gensprache

Definition 1.12. 1. Mengeninklusion
A C M (A ist eine Teilmenge von M)
sVe:(re A=z e M)
Das schliest den Fall A = M ein. Wir kénnen auch schreiben M O A
zum Beispiel:
IN - natiirliche Zahlen
Z. - ganze Zahlen
NcCZ

2. A=B&Vi(re A&z € B)
Es gilt also A=B < (ACBABCA)

3. AC M (A ist echte Teilmenge von M )
S ACMAMNA#M

Bildung spezieller Mengen

4. 0 ist die Menge, die kein Element enthdlt, die so genannte leere Menge:
ﬂx cx el
Wir setzen fest, dass ) Teilmenge jeder Menge ist
Beispiel 1.13.

{r €R:2”+1=0}=0 mit R: reelle Zahlen

5. Durchschnitt von A und B

AN B :={z|lre ANz € B} (1.2)

6. Vereinigung von A und B
AUB={z|x€ AV z € B}
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7. Differenz
auch: “A— Komplement von B” oder “Komplement von B in A” oder “A ohne
B” oder “relatives/mengentheoretisches Komplement”)

A\B:={z |z € Aundz ¢ B} = CyB

8. Potenzmenge von A:P(A) :={B| B C A}
Die Elemente von P(A) sind also selbst Mengen, nimlich gerade alle Teilmen-
gen von A

Beispiel 1.14.
P([L 2]) = {{1}7 {Q}a {1’ 2}7 (D}

Lemma 1.15. Hat eine Menge A n Elemente, so hat die Potenzmenge P(A) 2"
Elemente

Beweis. durch Induktion:

1. n=0: Dann ist A =0 und P(A) = 0 hat genau 1 = 2° Elemente

2. Induktionsschritt: n — n +1

Angenommen, fiir jede Menge B mit n Elementen, habe P(B) 2" Elemente.
Sei nun A eine Menge mit n + 1 Elementen und A = {B} U {z}, wo B n-
elementig A x¢B

Wir unterscheiden zwei Sorten von Teilmengen von A

(a) diejenigen, die x nicht enthalten; das sind die Teilmengen von B, also
genau 2" Stiick

(b) diejenigen, die = enthalten; das sind alle Mengen C'U {z} mit C' C B,
also nochmals genau 2" Stiick.

Zusammen sind dies 2" + 2" = 2" Teilmengen von A
Daher schreiben wir auch

P(A) := 24
]

Definition 1.16. Sei I eine Indezmenge, I C N, (A;)ier eine Familie von Mengen
A.

1. Durchschnitt der A;:

mA,;:{:ﬂWEI::UEA,-}

el
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2. Vereinigung der A;
UAi:{$|3i€IZIEAi}

i€l
Bemerkung 1.17. Diese Def. verallgemeinert die Bildung von A{NAs, bzw. A{UA,

Rechenregeln
A, B,C, D seien Mengen:

LOcCA

2. Reflexivitat: A C A

3. Transitivitdt: AC B, BC(C=AcCC
4. Kommutativitéat:

ANnB=BnA
AUuB=BUA

5. Assoziativitat:

6. Distributivitat:

7.
ANA=A
AUA=A
AUpP=A
ANO=0

Eigenschaften der Komplementbildung

8. Seien A, B C D (Notation: CpA := D \ A), dann gilt
Cp(CpA) = A,
Cp(ANB)=CpAUCpHB,
Cp(AUB)=CpANCpB
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Beweis. Wir zeigen exemplarisch die letzte Gleichung in (8):

Seixz e D

re€Cp(AUB)& ¢ AUB

< nicht (r € A Vx € B)

&S (¢ ANz ¢ B)

S reCpANzxeCpB

=T e ODA NCpB O

Definition 1.18. Seien x1, s, ..., x, (nicht notwendig verschiedene) Objekte. Ein
geordnetes n-Tupel

(xlﬁ "'7xn) = (y17 “'7y'fl) @ l’l = y17 ct "'En - yn
Beachte: {x1,...;xn,} = {y1, ..., yn} # 1 = Y1, elc.
Beispiel 1.19. {1,2,3} ={3,2,1}

Definition 1.20. kartesisches Produkt von Mengen
Seien Ay, ..., A, Mengen

Ay x Ay x o x Ay ={(z1,...,x) |z; €A, firj=1,...,n}
wir identifizieren:

(xla (fEQ,QZ’g)), (('rla'TQ)v ng) und (‘Tlv X2, '7;3)
Es qult

A1><(AQXAg):(A1XA2)XA3:A1XA2XA3
A"=Ax A... x A n Faktoren

Beispiel 1.21. Z? = Z x Z — Punktgitter in der Ebene
R"™ — n-dimensionaler Raum von reellen Zahlen

Rechenregeln
Seien A, B,C, D Mengen

I.AxB=0&A=0VvB=10
2. (AxC)U(BxC)=(AUuB)xC
3. (AxC)N(BxD)=(ANB)x (CND)

1.3 Natiirliche Zahlen

Aus der Schule:

e IN natiirliche Zahlnen
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e 7, ganze Zahlen
e Q= {§ :p,q €71, qF# 0} rationale Zahlen

e IR reelle Zahlen

1.3.1 Axiome fiir N (Peano)
(A0) 0 ist natiirliche Zahl

(A1) Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es genau einen ”Nachfolger”o(n) (=n+ 1 «—
Notation)

(A2) 0 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl
(A3) g(n) =0a(m)=n=m
(A4) Es gilt das Induktionsprinzip

Bemerkung 1.22. Allein mit Hilfe der ”Nachfolger-Funktioniind den Axiomen
(A3), (A4) lassen sich auf N Addition +, Multiplikation - und Ordnung < einfihren.
Wir definieren

1:=0(0),2:=0(1) usw.
n+0=n
n+1:=o(n)
n+t(m+1)=(n+m)+1
womit wir nacheinander fiir jedes m die Zahl m + n berechnen kénnen.

Wir definieren: n < m < 3 natirliche Zahl x : x +n = m.
Produkte von natiirlichen Zahlen definieren wir durch iterierte Summation.

Lemma 1.23. Jede nichtleere Teilmenge M von N enthdlt ein kleinstes Element.

Beweis. Sei M eine Menge natiirlicher Zahlen. Wir wollen zeigen (Transposition):
M hat kein kleinstes Element = M ist leer.

Wir verdeutlichen uns

1. Die Aussage "m ist kleinstes Element von M”bedeutet:
mée Mund Ve, (z+1) <m:xz ¢ M.

A(m)

2. Die Aussage "M ist leer”bedeutet: Vm : A(m).
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3. Die Aussage “M hat kein kleinstes Element” bedeutet Vm € N : A(m) =
m ¢ M (d.h. entweder gilt A(m) nicht und wenn A(m) gilt, ist m ¢ M).

Wir nehmen also an, M habe kein kleinstes Element und zeigen durch Induktion
Vm : A(m).

Es gilt A(0), denn Az :  + 1 < 0, andernfalls giibe es nach Definition ein y mit
y+ (z+1)=0%zu (A2).

Es verbleibt zu zeigen, dass Ym : A(m) = A(m + 1). Wir haben angenommen, dass
M kein kleinstes Element hat, folglich kann m nicht kleinstes Element von M sein,
d.h. A(m) = m ¢ M. Fiir den Induktionsschritt ist also anzunehmen: A(m) und
me¢ MeVe,(x+1)<m:x ¢ Mund m ¢ M.

Ve, (z+1)<m+1:2¢ M (denmz+1<m+1<x+1<moder z=m)
< Alm+1)

Nach dem Induktionsprinzip folgt

Vm : A(m), d.h. M ist leer.

1.4 Abbildungen und Relationen

Definition 1.24. Unter einer Relation verstehen wir eine Teilmenge R C X +Y,
wober X, Y Mengen sind.
Fiir x € X sei das Bild von x unter R

R(z):={y Y| (z,y) € R}
D(R):={xz € X | R(z) # 0} heist Definitionsbereich von R (bzgl. X)

Definition 1.25. Fine Relation R C X x Y heisst Graph der Abbildung (Funktion)
f: X=Y
=

1. D(R) = X
2. Ve e X : R(x) ={f(z)}

d.h. R(z) enthdlt genau ein Element.
o X heifit Definitionsbereich vonf

e v € X heifit Argument
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o Y heifst Werte- oder Bildbereich von f
o f(x) €Y heifst Wert von f an der Stelle .

Beispiel 1.26.

f:R—R

I|—>I2

dann st

M = Graph f = {(z,y) € R?:y = 2%}
Bemerkung 1.27. Der an der Diagonalen gespiegelte Graph

M*(z) = {(:E,y) e R?: x:yz}
= {(x,y) cER?|2>0,y=+Vx odery:—ﬁ}

st nicht Graph einer Funktion R — R, denn
M*(xz) =0 firz <0
M*(z) = {Vx, =z} firz >0
Wir kénnen aber schreiben M* = M7y U My mit
My ={(z,y) € Roo x R:y = Vr}
M; ={(z,y) € Reo x R:y = —Va}
Nun sind M, M5 Graphen der Funktionen

f1,f2 : Rzo — R
T — T baw.

T —\/T
Definition 1.28. Gegeben seien Mengen A, B und eine Abbildung f : A — B

f heisst surjektiv, wenn gilt f(A) = B
f heisst injektiv, wenn gilt Ve,y € A: f(x) = fly) =z =1y
f heisst bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist
Definition 1.29. 1. Sei die Abbildung f : A — B bijektiv. Dann definieren wir

die Umkehrabbildung f~' : B — A durch y — x € A, eindeutig bestimmt
durch y = f(x)
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Bemerkung 1.30. Der Graph von f~! entsteht aus dem von f durch SSpie-
gelung an der Diagonalen”

(z,y) € Graph f < (y,x) € Graph f~*
2. Seien f: A — B undg: B — C Abbildungen. Wir definieren die Komposition
von g und f:go f: A— C durch x — g(f(x))
3. Fiir jede Menge A definieren wir die identische Abbildung:
id(A)=14:A— Adurchz —
Beispiele

1. Die Menge aller Paare (z,y),z,y € R mit 22 +¢* = 1.
Die Losungsmenge dieser Gleichung in R? bezeichnet man als S*
In der Ebene R? wird S* durch die Einheitskreislinie dargestellt.

St = {(xy,..w,) € R : Y o7 = 1} ist die (n — 1)— Sphére im R"
i=1
S? ist also die Oberfliche der Einheitskugel in R3.

2. Seien X, Y Mengen, M C X xY, D(M) = X.

f-M—X
(,y) =

f ist surjektiv, denn f(M) ={z:3y: (z,y) €e M} =D(M) = X.
f heisst Projektion.

3. Wir fragen nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Gleichungssys-
tems in den Variablen x,y:

a(z +y) = ¢
a(—x+y)=n a, £,meER,a#0

Durch Aquivalenzumformungen erhalten wir:

&+
y= 2a
§—n
2a '

d.h. es gibt fiir jedes Paar (§,7n) genau eine Losung (z,y).
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In der Sprache von Abbildungen und Umkehrabbildungen:
Wir betrachten die Abbildung

fiR*— R?
(2,9) = (a(z +y),alz +y))

und wollen wissen, ob fiir jedes (£,7) € R? genau ein (z,y) € R? existiert mit

fz,y) = (&n).

Das ist genau dann der Fall, wenn f bijektiv ist. Wie wir oben nachgerechnet
haben, ist das betrachtete f bijektiv.

Wir erhalten (z,y) = f~1(&,n) = (5_—” 5+—”)

2a 7 2a

1.5 Abzahlbarkeit

Definition 1.31. Sei A eine Menge

1. A heisst endlich mit der Anzahl |A| = n Elementen
15t dquivalent zu

A=10 odern=0
af - A —{1,...,n}, wobei [ bijektiv ist

2. A heisst abzihlbar unendlich genau dann, wenn: f : A — IN bijektiv

3. A heisst diberabzdhlbar genau dann, wenn A weder endlich noch abzdhlbar un-
endlich ist.

Beispiel 1.32. Z ist abzdhlbar unendlich

Beweis. Die Abbildung
f:72 — N

2z firz>0
Z
—2z—1 firz<0

ist bijektiv.

Zur Surjektivitat:

Zu zeigen: f(Z) = N. Offenbar gilt f(Z) C N. Es verbleibt zu zeigen, dass auch
N C f(Z) gilt. Sei n € N, finde z € Z mit f(z) = n. Man unterscheide:

n

e n gerade = wihle z = 7
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e n ungerade = wihle z = -2

Damit gilt N C f(Z).

Zur Injektivitdt: Sei z1,20 € Z und  f(z1) = f(22)
Zeige: z1 =z 0.B.d. A  z < 2z
entweder sind 21, zo > 0 oder 21, 22 < 0, denn sonst wéref(z;) ungerade, f(z2) gerade

G

21,20 2 0:22z = f(2’1> = f(ZQ =229 = 21 = 2o
21,20 <0: =221 — 1= f(21) = f(20) = 220 — 1 = 21 = 29

Beispiel 1.33. e IN? = N x N ist abzdhlbar unendlich
e () ist abzdihlbar unendlich
e R st iberabzdihlbar

Satz 1.34. Set A C IN: A enthalte mindestens zwei Elemente, dann ist die Menge
aller Funktionen N — A,
G:={g|g:N— A}

uberabzdhlbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine bijektive Abbildung A gibt, mit A : N — G
Sei h(n) =: g,
Wihle ag,a; € A, a9 # a;. Definiere ¢* € G durch

g"(n) = {ao falls  gn(n) 7:&

Qo
a1 falls ga(n) = ag

Nach der Voraussetzung (Bijektion) existiert m € IN mit

g° = h(m) = gm
Nach Definition gilt aber ¢g*(m) # g(m) % O

1.5.1 Ordnung

Definition 1.35. Sei A eine Menge. Eine Relation R C A x A heisst Teilordnung
auf A, wenn fir alle z,y,z € A gilt:

(01) z < x (Reflexivitit)
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(02) 2 <y und y<azx=x=y (Symmetrie)

(03) x<y und y<z=x<z (Transitivitit)

Bemerkung 1.36. Notation: z <y :< (z,y) € R

Wenn ausserdem noch fir alle x,y € A gilt:

(04) 2 <y oder y<ux (Vergleichbarkeit je zweier Elemente),

so heisst R (totale) Ordnung auf A. (A, <) heisst teilweise bzw. (total) geordnete Menge.

Beispiele
1. (R, <) mit der iiblichen Ordnung ist eine total geordnete Menge

2. Wir definieren auf der Potenzmenge P(A) einer Menge A eine Teilordnung
2 S 77.
B<C:=BCC, VB,CCPA

Beweis. (01)-(03) sind trivial
(O4) gilt nicht, d.h. es liegt keine Totalordnung vor: Wihle B, C' € P(A),
B,C # 0, BNC ={. Dann gilt weder B C C' noch C C B. O

3. Sei F':={f] f:A— R} die Menge aller Funktionen A — R fiir eine Menge
A C R. Wir definieren

f<geVreA: flx) <glz)

(01)-(03) trivial

Auch diese Ordnung ist im Allgemeinen nicht vollstdndig: Falls A mehr als
ein Element hat, gibt es Funktionen, die nicht miteinander verglichen werden
konnen.

Definition 1.37. Sei (A, <) eine teilweise geordnete Menge, a € A
a =max A ("a ist Mazimum von A”) &Vre A:x<a
a=min A ("a Minimum von A”) &Vr e A:a<x

Bemerkung 1.38. Durch diese Aussagen ist a eindeutig bestimmt, denn seien
ay,0 € A:

r<a ap <o as < a
Ve e A = bzw. t= = 2= 4 a; = Qs
< <z <a

> Ao

Definition 1.39. Sei (A, <) eine (total) geordnete Menge, B C A
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1. S € A heisst obere Schranke zu B & Vx e B:x < S
S € A heisst untere Schranke zu B < Vx e B: S <ux

2. Die Menge der oberen bzw. unteren Schranken von B bezeichnen wir mait

S(B) ={S € A: S ist untere Schranke zu B}
bzw.  S(B)={S € A:S ist untere Schranke zu B}

3. Emistiert g := min S(B) bazw. g := maxS(B),
50 sagen wir:

g=sup B (kleinste obere Schranke; Supremum; obere Grenze von B in A)

bzw. g=inf B (grofite untere Schranke; Infimum; untere Grenze von B in A)

Bemerkung 1.40. 1. Existiert max B = b, so folgt sup B existiert und sup B =
b, denn

(a) b € S(B) nach Definition von max B und S(B)
(b)) s€ S(B)=b<s, dab€B
Ebenso gilt:
2. Existiert min B = b, so folgt, dass inf B existiert und inf B = b

Beispiele

L. B={l:neNt}, A=R

e Esgilt: 1 € B. Vn € N* gilt: % < 1, daher folgt 1 = max B = sup B.
e Sei s <0, dann gilt Vn € N: s < L also s € S(B).

e Sei s >0, dann gilt: s > L < n > 1 also s ¢ S(B).

Es folgt: S(B) = {s € R : s < 0}, insbesondere 0 € S(B). Ferner gilt Vs €
S(B):s<0=0=maxS(B) =inf B

2.A=Q, B={reQ:0<z, 2*<2}
Es gilt 0 = min B = inf B, aber sup B existiert nicht (in Q).
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1.6 Reelle Zahlen

1.6.1 Axiome fiir R

Wir haben schon angedeutet, wie Addition und Multiplikation auf IN mit Hilfe der
Peano-Axiome definiert werden kann. Wir wiederholen an dieser Stelle den aus der
linearen Algebra bekannten Begriff des Korpers.

Eine Gruppe ist eine Menge zusammen mit einer zweistelligen inneren Verkniipfung,
wenn diese Verkniipfung assoziativ ist und ein neutrales Element besitzt, sowie zu
jedem Element ein Inverses existiert.

Beispiel 1.41. 1. (Z,+)

2. Die Losung von Gleichungen v +a =b bzw. x-c=d st in IN nicht
uneingeschrankt moglich = (N, +) bzw. (N,-)  sind keine Gruppen

3. (N, +) kann aber zur Gruppe (Z,+) erweitert werden, durch ”Hinzunahme
negativer Zahlen”. (Z,-) ist immer noch keine Gruppe. Z kann aber durch
”Hinzunahme der Quotienten”%, p,q € Z, q # 0 erweitert werden zu Q,
so dass auf Q zwei Gruppenstrukturen (Q,+), (Q,-) existieren.

Definition 1.42. K sei eine Menge auf der eine Addition und eine Multiplikation
erklart sind. IK heisst Korper wenn die folgenden Aziome erfillt sind.

e Addition
(K, +) ist eine kommutative Gruppe, d.h. Ya,b,c € K
Al (a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgesetz der Addition)
A2 a+b=b+a (Kommulativgesetz der Addition)
A3 I0€K:a+0=a (Existenz des Nullelements)
A4 GreK:a+2=0 (Existenz des Negativen)
o Multiplikation
(K \ {0}, ) ist eine kommutative Gruppe, d.h. Ya,b,c € K
M1 (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativgesetz der Multiplikation)
M2 a-b=b-a (Kommutativgesetz der Multiplikation)
M3 J1e€K:a-1=a (Ezistenz des Einselements)
M4 Fira+#0, Jy € K mita-y =1 (Existenz des Inversen)

o Vertrdiglichkeit Va,b,c € K
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AM a- (b+c)=(a-b)+ (a-c)
Satz 1.43. Q ist ein Koérper. Definieren wir auf Q eine Ordnung "<”durch

r<y&sImeN, ne N : y—o=—
n

dann ist diese Ordnung mit der Addition und der Multiplikation in Q im folgenden
Sinne vertrdglich:

(AO) a<b=a+c<b+c
(MO)

(ohne Beweis)

1.6.2 Einfiihrung der Reellen Zahlen

Motivation: Wir haben schon gesehen, dass die Gleichung x> —2 in Q keine Lisung
hat. Allerdings kénnen wir /2 "beliebig gut”durch y € Q approzimieren, d.h. Ye > 0
beliebig klein Iy € Q: 2 —e<y?> < 24e.

Das motiviert folgende Vorstellungen:
1. Q st “unvollstindig”
2. Q st “dicht in R”

Vollsténdigkeitsaxiom (Archimedes)

(V) Jede nach oben (unten) beschriankte Teilmenge von R hat ein Supremum (In-
fimum).

Axiomatischer Standpunkt
Es gibt eine Menge R (genannt Menge der reellen Zahlen) mit Addition, Multipli-
kation, Ordnung, die (A1)-(A4), (M1)-(M4), (AM), (A0), (MO0) und (V) erfiillt.

Bemerkung 1.44. 1. Bis auf Isomorphie gibt es hochstens ein solches System
R, d.h. wenn R ein weiteres System der reellen Zahlen ist, dann existiert eine
bijektive Abbildung f - R — R die beziiglich der Addition, Multiplikation und
Ordnung ein Homomorphismus ist im folgenden Sinne:

Vz,y € R

(a) flx+y)=f(z)+ f(y)
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(b) f(xy) = f(x)- fy)
(c) z<y= f(z) < f(y)

2. N und damit auch Z.,Q lassen sich durch injektive Homomorphismen

g:IN,Z,Q — R in R einbetten

9(0) =0

g() =1
gn+1)=g(n)+1

N R

Wir schreiben g(n) = n und kénnen g auf Zi definieren durch g(—n) = —n
und auf Q definieren durch g(:l:w%) =+ (m#0).

Konstruktiver Standpunkt
Wir kénnen R ausgehend von Q konstruieren.

1. Methode der Abschnitte Jede reelle Zahl wird charakterisiert durch ein “rechts
offenes, unbeschrdinktes Intervall”, dessen “rechte Grenze”die Zahl darstellt

A0
Ri=qACQ:qz€A y<z=ycA
Vre Adye A; x <y

2. Methode der Cauchy-Folgen Jede reelle Zahl wird charakterisiert als ”Grenz-
wertéiner Klasse ”dquivalenter Cauchy-Folgendus Q (= spdtere Vorlesungen)

1.6.3 Grundlegende Strukturen und Funktionen in R
Definition 1.45.

positiv S >0
nichtnegativ < x>0
x € R heifit ‘ J -
negativ & <0
nichtpositiv < x <0

R* :={z € R:  positiv}
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Definition 1.46. Die Betragsfunktion |- |: R — R wird definiert durch

x fir x>0
|z| = max{z, —z} =
—x  firz <0
Die Vorzeichen- oder Signumfunktion sgn : R — R wird definiert durch

1 ir x> 0

ﬁ fiir x #0 ﬂfr ‘
sgnx = 03“" e 0 firx =0
Jiir = -1  firx <0

Satz 1.47. Sei z,y € R

Lz -yl = 2| - [yl

2. |z 4yl < [z + [y]

3 |le+yl=lz|+ |yl e x-y>0 (& x,y haben gleiches Vorzeichen)
Bewezs.

2. Jz+y)P=(+y)?=2>+2zy+y* = 2%+ 2zy + |y|
< |z + 20zy| + Jy* = |2 + 2lz||y| + |y* = (=] + |y])*
= |z +y| < ||z + yl| = =] + Jy| = 0

Satz 1.48. Vz,y € R
L || = Jyl] < |z —y]

r—e<y<uw+te

2. lx—yl<es
y—e<zr<y+e

Beweis. (1)
lz| =z —y+yl <|z—y[+ |yl = |z] =y < |z -yl
yl=ly —x+z| <|y—z[+|z| = |y| - |z] < |y — 2|
=
||z = [yl| = max {|z| — |y, |y — |z]} < |z —y]
(2)

|r —y| =max{z —y,y —z} <e
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< y—eS<r<yte

y<xw+e

x—1y<e x < €
o Y= o Sy+
y—x <€

Vertausche z, y:
ly—z|=|lz—yl<ecsr—ecly<z+e

Definition 1.49. Seia,be R, a <b

o [a,b) ={zeR: a<z<b} abgeschlossenes Intervall
e (a,b) =]a,bj={r € R: a<xz<b} offenes Intervall

o [a,b)=[a,bj={zr € R: a<xz<b} rechts-halboffenes Intervall

(a,b]=la,b) ={x € R: a<ax<b} links-halboffenes Intervall
e c>0, I(a):=(a—€a+e¢)

I(z) ={yeR: |[x—y|<e}
Dann gilt: y € I.(x) =30 >0 : I5(y)Cl(x)

Beweis. Sei y € I.(z), dann gilt |z —y| < e & e — |z —y| > 0. Wihle 0 <
d < €— |z —y|. Esist nun zu zeigen: Is(y) C I (z), d.h. z € I5(y) = z € I.(z)

Es gilt:

zels(ly)=|z—y|<d
= lz—wl=l-yty—al<|z—yl+ly—z[<o+|r -yl <e
=z € [ (x)

Definition 1.50. A, B seien geordnete Mengen

f:A— B heifst
monoton wachsend & x <y = f(z) < f(y)
fallend sr<y= flz)> fy)

wachsend <z <y= f(x ()

streng monoton )<t
fallend sr<y= f(zr)> fly)
Satz 1.51. Die Abbildung

R™ — R"

T +— "

ist streng monoton wachsend ¥Yn € Nt

(1.3)

]
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Beweis. Induktion

n =1 klar
n—n+1: x<y= 2" <y" nach Induktionsvorraussetzung.
x>0
{ — = 2" < 2y" (MO)
"t <y"

" >0
{y = ay" <y (MO)
T <y

= l,n-i—l <yn+1

Lemma 1.52. Sei M, N C R
f: M — N streng monoton und bijektiv
= [~ streng monoton

Beweis. Wir betrachten den Fall:
f streng monoton wachsend. Seien

y,y2 € N, y1 <o
T = fﬁl(yl)
zo = [ (ya)

Behauptung: ;1 < x5. Sonst wére x; > wo:

Falls 21 > xo = y; = f(x1) > f(22) = y2 wegen der Monotonie von f, 4(zu y; < yo)
Falls 21 = 2o = y1 = yo 4(Widerspruch zur Annahme y; <)

]

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir Beweise von Ungleichungen ist das Kriterium fiir die
Positivitat einer quadratischen Form zweier Variablen.

Satz 1.53. Seien a,b,c € R

F:RxR—R
definiert durch F(z,y) = ax* + 2bxy + cy?

Dann gilt:
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(1)
a >0 (>0)
F(z,y) >0 Vez,y e R (>0 Vz,y e R\ {0}) &< ¢ >0
ac—b* >0 (>0)
(1)

Fz,y) >0 Vz,y € R (>0 Va,y € R\ {0})
=a’z? + 2abry + acy’ > 0 Yo,y € R (>0 Va,y € R\ {0})
& (ax +by)? + (ac — )y >0 Vo,y € R (>0 Va,y € R\ {0})
Beweis. (i)

1. 772 0”

Fall1: a=0

F(z,y) = 2bxy +cy* >0 Vo,y € R

= F0,1)>0<¢c>0
F(—c,b) >0& —b’c>0 < b=0, fallsc>0

Falls ¢ = 0 gilt:

F(1,1) >0« 2b> 0 und
F(-1,1)>0< —2b >0

=b=0
2 ¢7’
Umgekehrt

>0
{Z: 0 = F(x,y) = cy* > 0 V(z,y) € R?

Fall 2: a#0
2 i”

) b \? b,

Flr,y) =a(e® +2-ay+ |~y | )+ (c=—)y
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F(z,y) >0 V(z,y) e R* =
FUL0) 20 [a >0 fa >0
F(=%1) >0 Lac—bv*) >0 ac—v* >0

2 ¢ 2
Umgekehrt, sei (z,y) € R? beliebig:

7

ac — b?

AVARAVARLY
Sag O
v
o

a>0 = a(x+gy)220

1
a>0, ac—b*>0= ~(ac—0b*)y* >0
a

2. 7>"&hnlich

(i) Aus F(z,y) > 0 Vz,y € R (>0 Vz,y € R\ {0}) folgt F(1,0) =a >0 (> 0).
Somit folgt auch a - F(z,y) >0 Vz,y € R (>0 Vz,y € R\ {0}).

Da

a- F(z,y) = a’z* + 2abzy + acy?
= (ax + by)* + (ac — b*)y?

folgt die Behauptung. m

Bemerkung 1.54. Wir kénnen die quadratische Form schreiben als

Fle = (5 1) (5):

Wir wissen aus der linearen Algebra: Fine Matriz A heifft positiv (semi-)definit,
wenn ' Ax > 0 (> 0) Vo # 0. Fine Matriz ist genau dann positiv definit, wenn
alle fiihrenden Hauptminoren positiv sind. Das entspricht genau dem oben bewie-
senen (s. (i) fir den Fall “F(x,y) > 07). Fir positiv semidefinite Matritzen gibt
es ein vergleichbares, jedoch etwas komplizierteres Kriterium. Diese Verbindung zur
lineraen Algebra erlaubt ein zwangloses verallgemeinern des obigen Resultates auf
quadratische Formen in mehr als zwer Variablen. Positiv definite Matritzen spielen
bei der Definition von Skalarprodukten (s. spdter) eine wichtige Rolle.

1.6.4 Vollstandigkeit

Q ist nicht vollsténdig (es gibt “Locher” innerhalb der rationalen Zahlen), z.B. ist die
Gleichung 22 = 2 in Q nicht 16sbar. In R gibt es aber das Vollstindigkeitsaxiom,
aus dem wir folgern:



30 MENGEN UND ZAHLEN

Satz 1.55. Ym € N, a € [0,00) gilt:
dr € [0,00) : 2™ = a.

Wir schreiben:

T = %:ai

Beweis. Wir geben ein Iterationsverfahren zur Berechnung von z, 0.B.d.A. a >
0, m > 2, x muss die Gleichung z™ —a =0, l6sen, d.h. Nullstelle der Funktion

f:(0,00) = R

z— " —a

sein.
Diese approximieren wir nach dem Newton-Verfahren

f(zn) " —a 1 a
n+l = Tn — = Tp — . =z, (1——(1——
Tnt1 =3 f(xy) v mam—1 o m Tm

/
n) = —t

Fan) = 2 tanga)
Also T =T, — J{/(é’:})
Wir hoffen, dass x, — x*
Sei zg' > a. Wir zeigen: Vn € IN

1. z, >0

2. x> a

3. Tn+1 S Tn,
Induktion:
(1),(2): n =0, Induktionsannahme: ' > a = 29 >0, daa > 0,20 >0

n—mn-+1: xn>0,xgza:1z%<1—xim)zo:xnﬂzo

e (-2 o a(em(0-2)-
~~ m n ~~ m Tn
>0 Bernoulli-Ungleichung
xn (1 -1+ Iim) =a
= Tp1 >0, da a>0;2,,1 >0
3): 1 = Tn (1—%(1—30%))

nach (2): xﬂZa:OSl—%(l—i)gl

m
Tn

nach (1): J}n>0:>l’n( —i<1—xim)>§a:n

m n
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Wegen (1) ist M = {x,: n €N} nach unten beschrénkt, so dass x := inf M
existiert. Wir wollen zeigen, dass 2™ = a:
n e N}

1 1 a 1 a 1
r<xp1=\(1——|x,+— ;< 1—— )z, + —sup i
m mxptT m m e

n

~

=y

1 a
= xS(l——)x%——y
m m

=z < ay
Dann nutzen wir, dass fiir eine Folge (yx)ken, yx >0 ¥Yn € N
inf {y* : n e N} = (inf {y, : neN}"
(Beweis s. Ubungen).
Es gilt nach (2):
a<inf{z": neN}=(inf{z,: ne N)" =2 (4)

und damit x > 0.
Ferner gilt:

1 -
y:sup{xmlz nE]N}s:(inf{xg”_lz n € IN}) 1:(*),

weil fiir y, > 0, n € N und inf{y, : n € N} > 0 gilt: sup{yln: n € N} =
(inf {y, : ne N}~

Wir bekommen:

m—1
” 1 1.1 a
k) = = _— a
inf{z, : ne N} g1 Y= g Y= gma

Von oben wissen wir x < ay, daher erhalten wir: z < ay < =2%+. =

am—1

(5) 2™ < a. Aus (4) und (5) folgt 2™ = a. O

Bemerkung: Gerade hatten wir es mit einem “Approximationsproblem” und “Kon-
vergenz einer Folge” zu tun.

Definition 1.56. FEine Folge von reellen Zahlen wird gegeben durch eine Abbildung
N—-R

n— T,

Wir bezeichnen die Folge auch mit ((z,),cx) -
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Definition 1.57. Sei (z,)new eine Folge reeller Zahlen. Wir sagen x,, konvergiert
gegen x € R

r = lim x, oder x,—n_co®

n—oo

&Ve>03dngeN: Vn>ng x, € I(x)

Folgerung
Sei (2, )nen eine monoton wachsende bzw. fallende Folge reeller Zahlen, M = {z,, :
n € IN} sei nach oben bzw. nach unten beschrénkt.
Dann gilt:
xn —supM bzw. =z, —inf M

Fiir den Beweis benutzen wir folgendes Lemma:

Lemma 1.58. Sei M € R nach oben bzw. nach unten beschrinkt. Dann gilt fir
s€S(M) bzw. l € S(M) :

1.s=supM &Ve>0 dzeM: s—e<z (<5)
2 l=ifM&Ve>0JreM: (I<)x<l+e

Beweis von 1.

s # sup M < s ist nicht kleinste obere Schranke von M < Es gibt eine kleinere
obere Schranke s’ = s —e von M < nicht (Ve >03z € M : x> s—¢)

Zum Beweis der Folgerung:

Beweis. Sei s = sup M

Ve>0dreM: s—e<ax<s x==2xy, ng€N

Aus der Monotonie folgt: Vn > ng:s — e < 2,<s

d.h. =z, € I(s). O

Definition 1.59. Seien ) # AC BC R
A heifit dicht in B < Vxr e B Ve >0
I(x)NA#£(D

Definition 1.60. Die durch [x] := max{z € Z : z < x} definierte Funktion [-] :
R — 7Z heifst Gaufs-Klammer
Satz 1.61. Q ist dicht in R

Beweis. Wir miissen zeigen:
Vee R VYe>0 JyeQ:|lz—yl<e
Wir wihlen bei gegebenem z € R, ¢ >0 ein n € N mit n > % (n existiert,
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weil IN unbeschrankt in R)

Dann gilt:
[nz] < nzx < [nz]+1
[na] nx] 1  [nz]
- Ml ™ -
n n n n
[na]
= o - 2
n
und [T;—z] €Q H

Definition 1.62. Sei R:=R U {—00, c0}.

Bemerkung 1.63. Auf R kénnen wir die Ordnung von R fortsetzen durch
—co<z<+oo Vel
Bemerkung 1.64. Sei M C R eine beschrinkte Menge, dann gilt
—o00 € S(M), oo€ S(M).

Falls s € S(M) fir s € R = M ist in R nach oben beschrinkt, sup M € R
existiert.
Falls

S(M) = {oo}
qgilt

sup M = oo,
M ist nach oben unbeschrinkt. Analoges gilt fiir inf.
Beispiel 1.65.

supIN =supZ =supR = c©
infZ =infQ =inf R = —oc0

1.7 Vektorraum

R"=RxRx..xR
In der linearen Algebra werden die Eigenschaften von R™ als n-dimensoionaler Vek-
torraum untersucht (mit Addition sowie skalarer Multiplikation mit A € R). Im
Allgemeinen ist es unméglich auf R™ eine geeignete Multiplikation einzufiihren, so
dass die Korpereigenschaften erfiillt sind.
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e firn=2 = komplexe Zahlen

e fiirn =4 = nicht-kommutative Multiplikation (SSchiefkérper der Qua-
ternionen”)

Definition 1.66. Sei IK ein Korper.
|| : K — R heifst Betragsfunktion auf K <

Bl) Ve eK: |2/ >0 und (Jz]=0 & z=0)

(B2) Va,y c K |zy| = |z] - |y
(B3) Vo,y e K: |z +y| <|z|+ |yl

Beispiel 1.67.
r — Vaz = |z| auf C

Definition 1.68. Sei IK ein Kirper mit einer Betragsfunktion | -|. Sei V' ein Vek-
torraum dber K
|- :V —=R heifit eine Norm auf V. :&

(N1) Ve e V; |lz|]| >0 wund (||z]| =0« 2=0)
(N2) Ve eV, acK: ||laz||=|af ||z
(N3) Ve,y e Vi ||z 4yl < |lz|l + |lyl| (Dreieckungleichung)

(VoI - |l)  heifst normierter Vektorraum

(N1),(N3) analog zu (B1),(B3)
Bei (N2) handelt es sich um eine Abschwéchung von (B2)

Beispiel 1.69. o ||z]| := |z| aufV = R? = C— Vektorraum iber K = C
In diesem Fall sind die Norm-Eigenschaften gerade die Eigenschaften der Be-
tragsfunktion.

o V=R" K=R, z=(x1,....,2,) € R” (co-Norm,)
||2]|oo := max|z1], |z2], ..., |Z0]

(N1),(N2) sind trivial
(N3):

max{|z1 + yi1|, -, |Tn, Yn|}

max{|z1| + [y1], .o, [zn] + |ynl}
max{|z1], ..., |zn|} + max{|y1], ..., |yn|}
[EqI P (]

|2+ yllo

IA A
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e V=R", K=R, peQ, p>1 (p-Norm,)

z € R"” )
|||, == (Zl%'lp>

j=1
Der allgemeine Beweis von (N3) ist lang.
Wir werden spdter den Fall p = 2 betrachen und zeigen auch, dass

Ve € R" |fall, — |lell, fiir p— o0

Mit Normen koénnen wir Langen von Vektoren und Abstédnde zwischen Punkten
messen. Wir kénnen auch Umgebungen in Vektorrdumen definieren.

Bemerkung 1.70. Im R" betrachten wir Vektoren aus n Komponenten. Im néchsten
Kapitel werden wir Folgen kennen lernen. Folgen kénnen in gewisser Weise als
“Vektoren mat abzdhlbar unendlich vielen Komponenten” betrachtet werden. Folgen
konnen dann ebenfalls mit den obigen Normen ausgestattet werden, mit dem Unter-
schied, dass nicht mehr tiber endlich viele sondern tiber unendlich viele Komponenten
(Folgenglieder) summiert wird. Der Folgenraum [P ist dann der Raum genau der Fol-
gen mit endlicher p— Norm. Als Spezialfille erhdlt man I* als den Raum der absolut
summaierbaren Folgen und [* als den Raum der beschrinkten Folgen.

Bemerkung 1.71. In spdteren Kapiteln werden wir Funktionen betrachten, deren
Absolutbetrag zur p—ten Potenz integirerbar ist, d.h. dass das Integral einen endli-
chen Wert annimmt. Diese Funktionen bilden den Raum LP. Wir werden in Zukunft
Zusammenhdnge zwischen Integralen und Grenzwerten von Summen kennenlernen.
Die sog. LP- Norm kann dann als Verallgemeinerung der oben eingefiihrten p— Norm
erkannt werden. Umgekehrt kann man obige p— Norm als Integral in einem “diskre-
ten” Raum erhalten und so thren Zusammenhang mit der LP bzw. I[P Norm erkennen.

Definition 1.72. Sei V' ein normierter Vektorraum, x € V, r >0
Ky(z) ={yeV:|ly—af <r}

heif§t offene r-Kugel um x.

Beispiel 1.73. 1. R™, ||-||2 (euklidische Norm)
B(0) = {o: 3w < 1)
i=1
2. Rl
Fr0)={y : || <1, [yn| < 1}
3. R, ]I

k(0) = {y - z\yr <1}



36 MENGEN UND ZAHLEN

Die euklidische Norm ist mit einem Skalarprodukt verubunden.

Definition 1.74. Sei das Skalarprodukt von x,y € R definiert als

<$, y> = Z XY
P
Lemma 1.75. Es gilt:
Vr,y,z € R", aeR
(SP1) (z,y) = (y,x)
(SP2) (z,y+z) = (z,y) + (z,2)
(SP3) (z,ay) = afz,y)

(SP4) 1. (z,2) >0
2. (z,z) =0 & =0

Die euklidische Norm erhalten wir als
|z]]2 = v/ (z, x)

Verallgemeinerung

Definition 1.76. Sei V' ein Vektorraum iber R. Sei (-,-) : V. xV — R eine
Funktion, die (SP1-4) erfillt. Dann heifst (-,-) ein Skalarprodukt auf V.

Bemerkung 1.77. Das Skalarprodukt kann geschrieben werden als (x,z) = x'z,
wobei " die Transposition bedeutet. Sei A eine positiv definite symmetrische (n x n)
reelle Matriz, dann ist x'Ax ebenfalls ein Skalarprodukt auf R™ (vgl. Bemerkung

1.54).

Satz 1.78. Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU)

Sei V' ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -).
Dann qilt Vx,y € V:

1 [z, y)? < (z,2) - (y,y)

2. (z,y)|* = (z,x){y,y) < =z,y lnear abhingig

Beweis. Betrachte die quadratische Form

F:RxR—=R
(a,B) = (z,2) a® + 2 (2, 9) aB + (y,y) 5
—— —— ——

a b c
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V(a, B) € R*: F(a, 3) = {ax + By, ax + By) >0 nach (SP4,2)
=ac—b">0 < (z,2)(y,y) —(z,y)* >0
= [z, y)|* < (z,2)(y,)

(s. Satz 1.53)
2.
(e, 3) € R\ {(0,0)} + Fla,p) =0«

nicht : (V(a, ) € R2\ {(0,0)} : F(a,8) > 0) <
(z,2) =0 oder (y,y) = 0 oder (z,z){(y,y) — (z,y)* =0, d.h. [{z,y)* = (z,2)(y,y)

(vgl. Satz 1.53)

=

(2 =0

oder

y=20

oder

(3@, 8) € R2\{(0,0)} : (aw + By, aw + fy) =0

(2 =0

oder

y=20

oder

(e, ) € R*\ {(0,0)} : axz+ By =0 nach (SP4 (ii))

\

&,y linear abhéngig O

Definition 1.79. Sei V' reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-,-). Dann
heifst
-1l = Vo, 2)

die zum Skalarprodukt (-,-) gehorige Norm auf V.
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Satz 1.80. Die oben genannte Definition definiert eine Norm auf V'

Beweis. (N1) & (SP4)

(N2)
||ax|| = \/<ax,ax>\:/_/\/a<ax,x>\:// Voalr, ar)
(SP3) (SP1)
ggv(ﬂ%@ = la|V(z, z) = |af - [|«]]
(N3)

|z +yl* = (z +y, 2 +y) = |2]]* + 2z, y) + [lyll*
< lzl]* +2v/{a, 2) (s ) + [yl

CSU
= [l=|* + 2ll=] - Iyl + Iyl I*

= (ll=l + lly1)*

Beispiel 1.81.
V=R" (z,y) =)z
i=1

1. Seien
€1 = ( ,O,...,O)
es = (0,1,...,0)
en = (0,0,...,1)
Dann gilt
0 Jj#k
<€],6k> = . = Ojk
1 J=
Ve,y € R" gilt
x Yy
(z,y) = (2|l yll =)
1| 711
T )
= |yl =)
[zl 1yl
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2. Geometrische Interpretation:
r,y e R™ ||z]| =1
Betrachte die Funktion

c:R—R cs):=||sz —yl|]
() = & = 2s(z.y) + [lyll* = (s — {w.9)) + Iyl — &.9)
c((z,y))
_ {c<<x,y>> = Ilyll> ~ {x.9)°
e(s) = (s = {w.y))? + el{w,9)) 2 ()

Die Funktion c(s) = ||y — &|| mit & = sx gibt den Abstand an zwischen y und
dem Punkt & auf der von x aufgespannten Geraden. Sie nimmt an der Stelle
so = (z,y) das Minimum an, (x,y)x =& ist also die "Projektion”von y auf
diese Gerade,

C<<$,y>) = Hy - <l‘,y>l"|2

der Abstand von y zur Geraden.

Das Dreieck (0,&,y) ist "rechtwinklig”, denn es gilt der Satz von Pythagoras

€0l I” + 1y — &l P = (2, 9)* + c((z, y))
= (z,9)* + |yII* — (z,9)?
= [[yl]?
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Kapitel 2

Konvergente Folgen und Reihen

Bisher haben wir uns mit algebraischen Operationen (Addition, Multiplikation) in
geeigneten Strukturen (z.B. Korpern) beschiiftigt. Im Folgenden werden wir eine
topologische Struktur auf Mengen einfithren, die es uns erlaubt, Umgebungen zu
definieren und Abstinde zu messen. Dieses soll die Begriffe des Betrages und des
e-Intervalles, wie wir sie fiir Zahlen bzw. die Begriffe der Norm und der e-Kugel, wie
wir sie fiir Vektorrdume eingefithrt haben, verallgemeinern. Wir werden dann den
Begriff der Konvergenz einfithren, der eng mit den Begriffen der Umgebung und des
Abstandes zusammenhéngt.

Fiir den R™ haben wir verschiedene Normen kennengelernt. Die folgende Bemerkung
zeigt, dass es keine Rolle spielt, welche spezielle Norm wir betrachten.

Bemerkung 2.1. Sind || - || und || - ||« Normen auf R", so gibt es ¢y, co € RT mit
alle]] < ||lz]]« < eollz||] Vx € R™ Man sagt auch: “Die Normen || - || und || - ||«
sind dquivalent.”

Um Umgebung und Konvergenz zu definieren, brauchen wir uns nicht auf Vek-
torrdume zu beschrénken. Wir konnen auch eine Abstandsfunktion (Metrik) auf
jeder beliebigen Menge definieren. Wir erhalten dann die Struktur eines metrischen
Raumes.

2.1 Metrische Raume

Definition 2.2. Sei M eine Menge; d: M x M — R heifst Metrik auf M, genau
dann, wenn Vx,y,z € M

(D1) (z,y) >0; d(z,y) =0« x =y (Positivitit)
(D2) d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie)

41
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(D3) d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (Dreieckungleichung)
Man nennt die Funktion d(x,y) die Abstandsfunktion des metrischen Raumes (M, d)

Beispiele:

Ist ||-]|:V — R eine Norm auf einem Vektorraum V', dann definiert d(z,y): =
||z —y|| eine Metrik auf V.

Beachte: d(y,z) = [ly —=[| = || = (z =)l = | = Ullz = yl| = [lx —y[| = d(=,y)

sowie: d(z,z) = [|lz—z[| = [[(x—y) +(y—2)|| < [|lz—yll+|ly—zl| = d(z,y)+d(y, 2)
Definition 2.3. Sei M eine Menge mit Metrik d.
Wir definieren fiir x € M,e >0 die offene e-Kugel um = durch

K (z):={ye M :d(x,y) < ¢}

AC M heifst Ungebung von x € M
& Je: K (x)CA

In Worten: A C M heifit Umgebung von einem Punkt x € M, wenn es eine offene
e—Kugel um x gibt, die in A enthalten ist.

2.2 Zahlenfolgen, Konvergenz

Definition 2.4. Sei M eine Menge mit einer Metrik d, (zx)rew eine Folge in M
e v € M heifit Hiufungswert der Folge (xj)reny < V Umgebungen U von x
gilt: {k: xp € U} ist unendlich.
o x € M heifst Grenzwert der Folge (Tg)ren, T = hm T,
< fir alle Umgebungen U von x  dky € IN: :Ek 6 U VEk >k
& Ve>0 ko€ N:d(zg,x) <e Vk>ky
e Fine Folge, die einen Grenzwert besitzt, heifit konvergent.

Anmerkung: Fiir eine Folge (z)ren schreiben wir auch vereinfachend (xy).

Beispiel 2.5. 1. M = C mit der von der Norm |-| erzeugten Metrik
xp ="
Ty =1
T, =1
Tog = —1
T3 = —1

Ty =
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Die Folge (xy) nimmt die Werte i,—1,—i,1 an und zwar jeden der Werte
unendlich oft. Daher sind v, —1, —i,1 die Hiufungswerte der Folge.

2. Um die Konvergenz einer Folge (x,) gegen x zu zeigen muss zu vorgegebenem
€ >0 einng angegeben (berechnet) werden, so dass

Vn > ng:d(z,,x) <€

Die gelingt unter Umstinden durch die Riickfiihrung des Problems auf bekannte
konvergente Folgen, wie z.B.

(a) lim + =0, denn

%—>inf{%:n€]N+}:O
Daraus folgt sofort:

(b) lim k=0 (firpeQ),

denn sei € >0 worgegeben,

damsit # <€ muss n>- sein.

1 <

T

ep

= VYn>ng:n>-"4 = L <e O

€ep

(¢c) lim an =1 (fira>0)

Wir wihlen also ng >

Beweis. Mit der Bernoulli’schen Ungleichung erhalten wir:

3le

a=(1+a"—1)">1+n(ar —1)>n(an —1) = an —1<
i. Falls a>1 ist, folgt
n

Dann erhalten wir, dass fiir vorgegebenes ¢ >0 und ng > ¢ folgt:
a
|a%—1|§—<e Yn > ng
no

ii. Wir fiithren diesen Fall auf Fall (i) zuriick indem wir 1/a anstatt a
betrachten: Falls a <1 ist gilt

>0 Lo (1)’1‘%1 (wegen (i))

a a

SHES

1
n

Daher: Ve>0 Jdeinng € IN mit
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1
|+ —1]<e Yn>mng
an

1 1
=1—ar <ear<e

Denn
1 1 1
a<l= arn<l=|l—-ar|=1—an <e¢

n
(d) lim nw =1 (ohne Beweis)
n—oo
(¢) lim 2 =0 VzeC
n—oo °
Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir 2z € Rt zu zeigen, da |%| =
%, |zl €e Rt fiir 2#0
Wir schreiben
ZTL
Ay = —
n!
Dann gilt
z 1 .
Ay = —Ap_1 < §an_1 flir n>ng wenn ng> 2z
n
Also gilt
z 20,
Vn>ng: ap < apy = Gp = —0p_1 <
n n
Fiir vorgegebenes ¢ > 0 wahlen wir daher n; > ng, ny > Za%
Dann gilt
za za
Yn>ng: oa, < —2 < <
n nq
n

Definition 2.6. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Folge xo,x1,... in (M,d)
heifit Cauchyfolge, wenn zu jedem € >0 aus R eine natirliche Zahl ng existiert,
so dass Vn,m € IN

n,m>ng = d(x,, r,) <Ee€ (Cauchy-Kriterium)

Satz 2.7. Sei M eine Menge mit einer Metrik d
(xx)rew eine konvergente Folge in M.
Dann gilt
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1. (xy) ist beschrankt, d.h.

Va € M : {d(zg,a) : k € N} CR  beschrinkt

2. (xy) ist eine Cauchy-Folge

Beweis. 1. Sei x der Grenzwert von xy,
zu € =1 gibt es ng € N so dass

Vk >ng:d(xg,z) <1

Dreieckungleichung

= d(xy,a) < d(zy,z) + d(z,a)
<1+4d(z,a)

Also gilt Vk € N
0< d(xka CL) < max {1 + d(l’, CL), d<x07 CL), d<x17 CL), ERE) d(xnofla CL)}
das heifit {d(zg,a) : k € N} ist beschrankt.

2. Wenn z, 2= Ve>0 dnge NN
mit d(zp, ) <5 Yk >ng

Drefeckngleledhine v 1> g d(xp, 1) < d(ag, v) +d(z, 1) < 5+ 5=¢€

]

Definition 2.8. (M,d) heifst vollstindiger metrischer Raum < jede Cauchy-
Folge in M 1ist konvergent.

Die Vollstandigkeit ist eine wichtige Eigenschaft, wenn wir Gleichungen in abstrakten
Réumen 16sen wollen.

Lemma 2.9. Sei xg, 1, ... eine Folge in (M,d), welche gegen x € M und y € M
konvergiert. Dann ist x = y.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchbeweis.
Wiére d(z,y) > 0, dann existiert fiir € = d(x,y) wegen der Konvergenz der Folge
ein nyg = ne(5) aus N mit d(z,,z) < § fiir n > ne(5). Analog existiert ein
mo = mo(5) € N mit d(z,,y) <5 fiir n > my. Aufgrund der Dreieckungleichung
d(z,y) < d(z,z,) + d(z,,y) und der Symmetrie d(z,x,) = d(x,,x) folgt fur alle
n > max {ng, mo}

d(z,y) <€

Wir erhalten einen Widerspruch zu der Annahme € = d(z,y). Es folgt

T =y.
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Definition 2.10. Eine Teilfolge einer gegebenen Folge (x,)nenw ist eine Auswahl
(n, )kew  die ihrerseits auch eine Folge ist und deren Glieder allesamt in dieser
Reihenfolge auch Glieder der Folge (xp)nenw sind.

Beispiel 2.11. Die Folge x¢,x2, 24, T, ... ist eine Teilfolge der Folge (p)nen

Die geometrische Folge

Lemma 2.12. Vy € R, |q| <1, konvergiert die geometrische Folge
r,=C-¢"
gegen Null

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Nach Annahme gilt |¢| < 1 und damit |¢|~' > 1.
Somit ist |g|"' =1+ fiireinz >0
Die Ungleichung d(Cq™,0) < e ist dann dquivalent zu der Ungleichung

C( 1 ) <€ &
1+2x

§<(1—|—x)"

Das archimedische Axiom garantiert die Existenz einer natiirlichen Zahl ny > % -
1 _ C=¢

f‘ﬁr aflee n > ng gilt dann

C C 1
(———)az+1<nox+1<nx+1
e

€

Daraus folgt wegen der Bernoulli Ungleichung:
l4+nx < (142z)"

€<(1+x)"
€

Dieses ist wie oben erhalten wurde dquivalent zu d(Cq™,0) < e. m

Folgerung 2.13. Dies hat die folgende Konsequenz:
Die geometrische Reihe S, =1+ q+ ¢*+ ... +¢" konvergiert fir |q| <1 wund
hat in diesem Fall den Grenzwert

mS g L
DD
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Beweis. Dies folgt aus der verallgemeinerten Binomialform

1-q)-(I+g+..+¢")=1-¢""

-~

n
> "
k=0

(die man durch Indukition beweisen kann).
Diese Formel zeigt, dass

n . 1 _qn+1
Zq T 14 1=
=0 q q
Also
- 1
d k= — . n
(City) e
k=0
fir C=|{L]
= d(qu,l—1q><e fir n >ng ]
k=0

Satz 2.14. Banachscher Fizpunktsatz
Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und f: M — M eine strenge Kontraktion,
d.h.

<e<1
d(f(x), f(y)) < cd(z,y) Ve,ye M
Dann konvergiert die Folge (x,) definiert durch:
xo=a € M beliebig
Tn1 = f(2n)

gegen den Fizpunkt x von f: = = f(z)

Beweis. Wir miissen zeigen, dass (x,) eine Cauchy-Folge ist. Dann folgt, dass (z,,)
gegen ein x € M konvergiert.
Es gilt dann:

d(@p, x) — 0= d(f(z), f(x)) — 0,
da d(f(zn), f(z)) < cd(2y, x)
Also bekommen wir:
flxn) = flx) = z=[f()
Tn1 = f(xn>

(x,,) ist eine Cauchy-Folge
d($n+27$n+l) = d(f(xn+1)7 f(l'n)) S Cd($n+1,l'n)
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Durch vollstéandige Induktion folgt:
d(ps1,2y) < d(x1,20) Yn €N

Fiir m > n erhalten wir mit der Dreieckungleichung durch Induktion nach m:

m—1
d(xmaxn> S Z d<xj+17 Ij)
j=n
Es folgt:
m—1 m—n—1 C”d(gj . )
d(xm>$n) < Z ng(l'17$0) = Cnd(xl,ffo) kzo Ck < 1%760
j=n -

< 1ic, s. Folgerung 2.13

Nun gibt es zu jedem € > 0 ein ny € IN mit % <€ Vn > ng

Es folgt VYm >n > ng: d(xy,,x,) <€

das heifit (x,) ist eine Cauchy-Folge.

x ist der einzige Fixpunkt von f, denn wére y = f(y) ein weiterer Fixpunkt von f,

dann

d(z,y) =d(f(z), f(y)) <cd(z,y) =0= =y

Beispiel 2.15. f:[0,1] = R mit |[f(x)— f(y)| <clzx—y|, c<1

f(0)=0

Top =2

Tpt1 = f(mn)
Hier konnen wir direkt abschdtzen:
|2 — 0| = [f(zn-1) — f(O)] < c]zn1 — 0

Mit Induktion folgt

|z,| < x| — 0, n— o0
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2.3 Vollstindigkeit des R", folgenkompakte Men-
gen

Definition 2.16. Ein metrischer Raum (M, d) heifst folgenkompakt, wenn jede Folge
aus (M, d) eine konvergente Teilfolge besitzt.

Ein folgenkompakter metrischer Raum ist automatisch vollstéandig, denn eine Cauchy-
Folge x,, konvergiert gegen x genau dann, wenn eine Teilfolge der Cauchy-Folge gegen
x konvergiert.

Definition 2.17. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (M, d). Sei (2,)nen
eine beliebige in (M, d) konvergente Folge von Elementen aus A. Sei x := lim,, ., x,, €
M. A heifst abgeschlossen, genau dann wenn gilt: v € A.

Beispiel 2.18. Die Intervalle

[a, b]
[a,00) ={z € R:z>a}

<_007 CL]
sind abgeschlossene Teilmengen in R

Satz 2.19. Jede abgeschlossene Teilmenge A eines vollstindigen metrischen Raums
(M, dy) versehen mit der eingeschrinkten Metrik ist ein vollstindiger metrischer
Raum (A, dy).

Beweis. Sei eine Cauchy-Folge z,, in (A, dy) gegeben. Dann ist per Definition z,
eine Cauchyfolge in (M, dys). Nach Annahme 3z = lim,, oz, in (M, dy).

Weil A abgeschlossen ist, gilt x € A: Also ist per Definition x € A der Grenzwert
von z,, in (A, dy). O

Definition 2.20. Sei (M, d) ein metrischer Raum.

O C M heifit offen: & Vr € O: O ist Ungebung von x.

A C M heifst abgeschlossen < Cy A offen.

x heifit Hiufungspunkt einer Menge A < Y  Umgebung U von x:

(U\{z})nA#0.

Erinnerung: C;A bezeichent das Komplement von A in M.

Bemerkung: Der Begriffe “Haufungspunkt” und “Haufungswert” sollten nicht
miteinander verwechselt werden.
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Satz 2.21. Jede folgenkompakte Teilmenge A eines metrischen Raumes (M, dyy) ist
beschrinkt und abgeschlossen in (M, dyy).

Beweis. Wére A nicht beschrinkt, gébe es eine Folge (,,) aus A mit dps(zo, z,) > n
Dies liefert einen Widerspruch, denn fiir jede Teilfolge (Z,) einer solchen Folge gilt
insbesondere d/(zo, Z,) > n. Somit besidfle (z,,) keine konvergente (und damit
beschrinkte) Teilfolge. Wir erhalten % zur Folgenkompaktheit von A.

Um zu zeigen, dass A abgeschlossen ist, betrachten wir eine beliebige Folge (x,,) aus
A mit Grenzwert = in (M, dys). Dann konvergiert aber auch jede Teilfolge (Z,,) der
Folge (z,) gegen den Grenzwert = in (M, dy). (A, dyr) ist nach Annahme folgen-
kompakt. Somit existiert eine konvergente Teilfolge(Z,) der Folge (z,) mit einem
Grenzwert a € A. Aus der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt daher = = a. Somit
ist x € A. Also ist A eine abgeschlossene Teilmenge von (M, dyy). ]

Bemerkung 2.22. Fir A C R" gilt von dem eben bewiesenen Satz auch die Um-
kehrung. Das gesamte Resultat ist bekannt als Satz von Bolzano-Weierstrass, den
wir im Folgenden zeigen.

Satz 2.23. Satz von Bolzano- Weierstrass
Sei A C R"™. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. A ist beschrinkt und abgeschlossen
2. Jede Folge (xp)rew aus A besitzt eine in A konvergente Teilfolge (x, )nen

Beweis. 2. = 1. folgt aus Satz 2.21
1. = 2. durch Induktion

Wir zeigen dies zunéchst fiir n =1
Dazu beweisen wir zuerst:

Lemma 2.24. Jede Folge (xy) reeller Zahlen besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei B ={keN:Vi>k: x> x}
Fall 1 B unendlich
Wir zéhlen B € IN monoton wachsend ab:

ko = min B
kny1 =min{k € B: k> k,}

Dann ist die Teilfolge (z,,) von (x}) monoton fallend.
Fall 2 B endlich oder leer:

= Jdkge NVE>ky: k¢ B ,dh J>k: z.<m
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Damit kénnen wir definieren:
knoi=min{l >k, : xp, <z}
und die Teilfolge (2, )nen von (x,) ist monoton wachsend. O

Sei nun (xy) eine beliebige Folge in A, (zy,) eine monotone Teilfolge.
(2,) ist beschrankt, da A beschriankt ist = (xy,,) ist konvergent.
Wir miissen zeigen, dass x := lim x,, € A

n—oo

Angenommen z ¢ A= z€CA
CA ist offen = 3 Umgebung U von z:

UCCA=UNA=10
Nun ist aber mit geeignetem ng € IN
Vk > ko : xkn€U2 l’kneA:> SL’knGUﬂA 4

Wir miissen nun noch mit Induktion die Aussage (1) = (2) fir n > 1 beweisen.
Angenommen, sie gilt schon fiir ein n € N. Sei dann A C R™™ = R"” x R
beschrankt und abgeschlossen. Sei (z)rew eine Folge in A.
Wir schreiben

Ty = (I'Z;,fk) $Z € R", gk €R
Die Folgen (2})renw, (&k)rkew in R™ bzw. R sind beschriankt, denn wéhlen wir in
R™ die Norm

||z||o = max |z;|, j=1,2,....,m

so gilt

k] < |2kl [oo

und  {||z||, k € IN} ist nach Voraussetzung beschrinkt.
Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir daher eine konvergente Teilfolge:

{szuoo < |2k loo

(7}, Jnew mit  lim 23 =2 € R"
auswéhlen. AnschlieBend kénnen wir aus (&,,) eine konvergente Teilfolge (., )men
auswéhlen mit lim,, oo &kp,, =6 € R
Damit gilt unter Beachtung des Lemmas

(xknm)me]N = (Iznmvgknm)

ist konvergent mit

x:= lim g, = (&%, £).
m—0o0

Wie zuvor folgt aus der Abgeschlossenheit von A: x € A. O
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Bemerkung 2.25. Im obigen Beweis haben wir eine konvergente Teilfolge von
(x5, &) gefunden, indem wir zundchst eine Teilfolge wdihlten, die bzgl. der ersten
Komponente (hier genannt x ) konvergiert, dann haben wir aus dieser Teilfolge eine
Teilfolge gewdhlt, die auch beziiglich der zweiten Komponente (hier genannt &) kon-
vergiert. Dieses Vorgehen lisst sich verallgemeinern zum sog. Diagonalfolgenprinzip:
Sei (fr)ken eine Folge von Funktionen mit gleichem Definitionsbereich und glei-
chem, folgenkompakten, Wertebereich. Seien (z;)jen abzihlbar viele Elemente aus
dem gemeinsamen Definitionsbereich der Funktionen (fy). Gesucht ist eine Teilfol-
ge (gx) von (fr), sodass limy_. gi(x;) fir alle j € N konvergiert. Wir verfahren
wie folgt: Sei (fix)ren eine Teilfolge von (fi)ren sodass (fi(x1))ken konvergiert. Sie
ezistiert, da der Wertebereich der (fi) folgenkompakt ist. Sei (far)ren eine Teilfolge
von (f1x)ken, sodass (for(22))ken konvergiert. Sie existiert, da der Wertebereich der
(fx) folgenkompakt ist. Fir (for)ren konvergiert also (for(21))ken, da (for) Teil-
folge von (fi1) ist und (for(x2))ken, nach Auswahl von (fay). Wir fahren induktiv
fort: Sei nun (for)ken eine Teilfolge, fir die (for(z;))ken fiir j = 1...n konver-
giert. Es kann dann eine Teilfolge (fni1k)ken von (for)ken ausgewdhlt werden, fir
die (frs16(z)))ken fir j =1...n+1 konvergiert. Wir betrachten die Folge (g;) mit
gj := fj;. Das Element g; ist das j-te Element derjenigen Teilfolge, (fjx)ren fir die
fik(@1), ..., fix(x;) konvergiert. Die Folge (gi) wird als Cantorsche Diagonalfolge
bezeichnet. Es gilt limy_oogr(xm) konvergiert fiir alle m € N. Denn es gilt fir jedes
feste m € N: Die Folge gm, Gm+1, --. ist Teilfolge von ( fum k)ken und konvergiert da-
her, wenn man als Argument x,, einsetzt. Dieses Konstruktionsprinzip findet hdufige
Anwendung, z.B. beim Beweis der Abzdhlbarkeit von Q.

Lemma 2.26. Sei (M, d) ein metrischer Raum und (zy) eine Cauchyfolge in M.
Sei x Haufungswert von (xy) = (xx) konvergiert gegen x.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Wir wéhlen

ko € N mit d(xg, x,,) < VYm, k > ko,

DO ™

dies ist moglich, weil (z,,) Cauchyfolge ist.
Wie wihlen auflerdem ein

mo € N, mo >k mit d(z,zp,) < %

Dies ist moglich, da x Haufungswert der Folge ist und somit in jeder Umgebung von

x unendlich viele Folgenelemente liegen.

= Vk>my i odwm) < d(wg) +d(omgm) < 545 =e

Dreieckungleichung

Da € beliebig ist, ist « der Grenzwert der Folge. O
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2.4 Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen

Satz 2.27. Sei V' ein normierter Vektorraum tiber K (= R oder C)
(), (yx) seien konvergente Folgen in V/
(ar), (Br) €K [ #0V k klim Bk #0.  Dann gilt

1. lim zp £ gy = lim oy £ li
e =S el

2. lim agxy, = (lim ag)(lim )

k—o0 k—o00 k—o0
lim ay
3. lim % = k==
koo Bk klljrgo Bk

Der Satz besagt, dass die algebraischen Operationen in einem Korper bzw. Vektor-
raum mit der Operation der Grenzwertbildung vertauschbar sind.

Beispiel 2.28.

: 1
N B Jim (3+5)
1m ————— = l1lIm = - —
koo 2k2 — k + 1 k—>002—%—|—k% lim(Z—%—i—k%) 2

Satz 2.29. Seiem (a,), (b,) konvergente Folgen in R; (x,) sei eine konvergente
Folge in einem Vektorraum. Dann gilt:

1. ap, <b, VEe N = lima; <limby
2. ||zgl] < by VE €N = ||limz,|| <limby

Beweis. 1. Sei € > 0 vorgegeben. dkg : Vk > ky:

bkgllimbl—Fg und limaH—%Sak

l—o00

. € € .
= lllmalgak+§ Sbk+§ SlhmbH—G
Also
Ve > 0: llim a gllim b+ €
= llim a; < llim b
2. Wir wihlen in 1. ay = ||zg]|

Dann miissen wir noch zeigen:

lim ||zg|| = || lim 2|
k—o0 l—o0
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Wir haben:

]| = 1] Jim | < [lax — lim |
(s. Satz 1.48)

Nun gibt es aber Ve > 0 ein kg, so dass fiir alle k& > kq die rechte (und damit auch
die linke) Seite < ¢ O

Lemma 2.30. Sei (xy) eine Folge im R™. Dann gilt
klim =y firg=1..,n klim Tjp = Yj
wober

T = (xl,ky sy xn,k)

Y= (Y1, Un)
Beweis. Dies beweist man sofort mit Hilfe der Definition, wenn man die Norm
l|z]lc = max{|z| j =1,2,..,n} € R"
verwendet. O
Wir kénnen eine Metrik auf R = R U {—o00; 00} definieren

M =RU{—o0; 0}
d(z,y) = |£(x) — £(y)|, wobei

f(m):{ L firr € R

1+|z|
+1 flirz = +o0

Wir kénnen zeigen, dass

lim d(ag,a) =0 = klim lax —al =0

k—o00

Der Konvergenzbegriff ist also unabhéngig davon, welche Metrik wir verwenden.
Satz 2.31. R ist folgenkompakt

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Folge in R eine konvergente Teilfolge hat.
Sei also (xy) eine beliebige Folge in R. Dann:

1. (zx) hat eine beschriankte Teilfolge in R.
Aus dieser konnen wir nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass eine konver-
gente Teilfolge auswéhlen
oder
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2. (x) nimmt den Wert co bzw. —oo unendlich oft an. Dann kénnen wir die
entsprechende konstante (und daher konvergente) Teilfolge auswéhlen.
oder

3. Sonst konnen wir aus (zj) eine unbeschrénkte Teilfolge in R (yx) auswéhlen.
Ist (yx) nach oben unbeschriankt folgt

= VYimeN: Ik, >1: y,, >m
Also konnen wir kg < k; < ... finden mit yg,, > m Vm. Dann gilt

lim gy, = 400

m—00

denn
- o Yk,
1 1
< — 0 (m — o0)

:1+ykm m+ 1

Definition 2.32. algebraische Operatoren in R
Wir definieren folgende arithmetische Operationen

r+o00o:=00+z:=00 Vre RU{oo}
x—00:=—00+1x:=—00 Vr e RU/{oo}

00 Vxe]f{,x>0
T-00:=00" 1T := .
—o00 VreR, x<0

1 1
— = —— =0
00 —00
Sinnlos ist
00 — 00
0-00
0-(—00)
00
— usw
00

Damit kénnen wir auch die Rechenregel (Satz 2.27) auf R definieren.
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Definition 2.33. Sei (x;,) eine Folge € R, 0#HC R
Die Menge der Hdiufungspunkte von () in R
Dann se:

lim z; :=liminfzy := inf H Limes Inferior
lim z;, := limsupxy, :=sup H Limes Superior
Bemerkung 2.34. x = limz, < Ve >0
(1) {k:|z—x,| <€} ist unendlich (x ist Hiufungswert)

und
(2) {k:x, <x—¢€} ist endlich (x ist der kleinste Hiufungswert)

Bemerkung 2.35. Dass x = limzy selbst auch Hiufungswert von xy, ist, sehen wir
folgendermajfen ein:

Nach Definition des Infimums gibt es fir alle € > 0 einen Hdaufungswert y von (xy)
mit x<y<x+e Sei d=x+e—y>0. Dann ist

{keN: |z —y| <d} unendlich, day Héiufungswert ist und
{keN: |z, —yl<d}C{keN: |z —z| <€}, da
ok — x| <o —yl+ly 2| <o+ ly 2] =e—ly—a|+]y — |

Es folgt:

{k e N: |z —z| <€} unendlich.
Entsprechendes gilt fir lim.
Beispiel 2.36.

Topr1 = 0 Vk,= 0 st Haufungswert,

Top, = 2k Yk — o00,= oo st Haufungswert.

(x) hat keine weiteren Hdufungswerte.
Also gilt

0 = lim xy

oo = lim xy,
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Satz 2.37. Sei (x}) eine Folge € R.
Dann gilt

N

z, —x in R
& lim 2 = z = lim
Beweis. 7 ="
(xy) konvergiert gegen x = (xj) hat genau einen Haufungswert z

= limzx, = x = limzy,
77¢77

{k e N: |z — x| <e} unendlich
{keN:|z— x| >¢€} endlich
= Fko e IN: Vk > ko: |z — x| <€

limzy, = ¢ = limzy, = V6>O{

2.5 Konvergente Reihen

Der Begriff der unendlichen Reihe wird auf den der Folge zuriickgefiihrt.

Definition 2.38. Sei (xy) eine Folge in V' (normierter Vektorraum)
Durch die Festsetzung

n
S, = E xr  sog. Partialsummen
k=0

wird eine Folge (S,,) definiert, die man als die zu (zy) gehorende unendliche Reihe
bezeichnet. Ist S, konvergent mit dem Grenzwert S, so heifst S die Summe der
unendlichen Reihe -
S = Z T
k=0

Beispiel 2.39. 1. Geometrische Reihe:

3

Wir haben bereits gesehen:
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Fiir = € C,|z| < 1 konvergiert 2" gegen 0, d.h. die Folge (S,) konvergiert

gegen T
DR
, 11—z
7=0
Wir sagen: Die Reihe > 27 ist fiir |z| < 1 konvergent.
=0

2. Seien S, = >_ L die Partialsummen der harmonischen Reihe > %
=1 i=1
Behauptung: klim S, = 00

(o)
Dafiir schreiben wir % =0
i=1

Beweis.
2n+1 n 2k-+1
1 1 1
SQ"+1_Z_':1+§+Z =
J=1 J k=1 j=2k+1 J
1 n 2k+1 1
> 1+ 9 + Z Z ok+1
k=1 j=2F+1
2k+1_92k—=2k Summanden
1+ L + fi
= -4+ -—n — —
5 2n oo fir n — oo
O
3. Die Folge
Su= 0 (1) = 5 (14 (-1)")
=0

konvergiert nicht. 1 010101 ..

Wir sagen > (—1)" ist divergent.
=0

Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir folgende Ergebnisse.

Satz 2.40. Seien ) aj, »_ b; konvergente Reihen, a € R
=0 "~ =0
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Dann sind auch die Reihen ) (a; +b;), > aa; konvergent und es gilt
=0 j=0
>0 +h) =S+ 3
7=0 7=0

E O{(Ij:Oé E Clj
Jj=0 Jj=0

Cauchy Kriterium fiir Partialsummen
Sei V' vollstandig.

Z a; ist konvergent & Ve >0

=0
dmg YI>m > my:
!
1) asli<e
j=m
[e.e]
(Cauchy Kriterium fiir Partialsummen) Folgerung »° a; ist konvergent
—  j=0

= (a;) ist eine Nullfolge (d.h. a; — 0)

Jj—oo

Beweis. Man setze in das Cauchykriterium fiir Folgen
l=m+1

"="gilt bereits ohne die Annahme der Vollstandigkeit

Bemerkung 2.41. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht

Satz 2.42. Sei V' ein normierter Vektorraum

o0

(a;) Nullfolge in V = Z (a; —ajt1) = ao
=0
Beweis. Betrachte die Partialsummen:
k k k+1
S = Z (a; — aj41) Z Z a;
Jj=0 J=
=ayg— Qg1 = \|Sk—a0|\:|]ak+1|\—>0 fir k — oo



60 KONVERGENTE FOLGEN UND REIHEN

Beispiel 2.43.

Satz 2.44. Sei V' ein vollstindiger normierter Vektorraum.

o0
Sei Y ||aj|| konvergent in R
=0

oo
= > a; konvergiert in V.
J=0

Beweis. Wir benutzen das Cauchykriterium.
oo

Fiir die Reihe ) a; lautet die Bedingung
j=0
l
D ai|| <e
j=m
l l
>a| <X Nl
j=m j=m
! o0
und Y ||a;||<e,weil > ||a;|| konvergiert. =
j=m J=0

Diese Tatsache motiviert die folgende Definition.

Definition 2.45. ) a; heifit absolut konvergent in V'
7=0

o0
& llaj|| konvergent in R
=0

Wir beschéftigen uns daher im Folgenden mit notwendigen und hinreichenden Kri-
terien fiir die Konergenz reeller Reihen und erhalten daraus entsprechende Kriterien
fiir die absolute Konvergenz von Reihen in V.

Satz 2.46. Sei (a;) eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen. Dann gilt:

> aj ist konvergent in R < Die Folge der Partialsummen ist beschrinkt.
=0
Der Beweis folgt aus der Monotonie der Partialsummenfolge.
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Satz 2.47 ((Vergleichstest)). Sei V' vollstindiger normierter Vektorraum, (x;) Folge
in'V, (aj) Folge in R, ||z;|| < a; Vj.

/ 00
> x; absolut konvergent
) J=0
Z a; konvergent = und
=0 fe’e) fe’e) ']
2| < 2wl < X a5
=0 j=0 =0

\

Der Beweis folgt aus dem Cauchy-Kriterium

Bemerkung 2.48. Satz 2.47 wird auch als “Vergleichstest” bezeichnet. Der Satz
erlaubt eine Konvergenzaussage wenn es maoglich ist, eine vorliegende Reihe durch
Abschdtzung mit einer bekannten konvergenten Reihe zu vergleichen.

Bemerkung 2.49. Gilt 0 < a; < ||z;|| Vj und ist > a; divergent, so kann ) x;
j=0 7=0
nicht absolut konvergieren.

Beispiel 2.50. 1. V=C, a;="2"2 j>1, (]2 <1)

= (1
Z ————27 st absolut konvergent,
» J

7=1
)j+1

do [0 < pap
J

und Z 2|7 konvergiert (geometrische Reihe)
j=1

2. Die Reihe ) % konvergiert, da

J=1

1

— konvergiert.
3G +1)

1 = 1
— < fiir j > 2 und SYZREEY
7! ;J(J+1)

Satz 2.51. Quotientenkriterium
Sei (ag) eine Folge positiver reeller Zahlen.

. [e.e]
1 lim™H < 1= 3~ ay ist konvergent
k=0
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2. dky € N : (12—2121Vk'2k0:> Zak:oo
k=0

Beweis. 1. Nach Voraussetzung
dg <1, kg€ N mit a’;—:l<q VEk > kg
Induktion = At ko < A, < akoqk
o0

Vergleichstest: = > agyx, konvergiert
k=0

[ee)
= Y a; konvergiert (geometrische Reihe ist so genannte Majorante)
k=0

2. Ist dagegen “Z—:l >1 Vk >k

= a > ak0>0 Yk > k’()
= (ax) ist keine Nullfolge

o0
= Zak divergiert

k=0
O
Beispiel 2.52.
il
=0 /'
L+l
(j+‘1)! |z| 0
2 741

Wiederholung

e Eine Reihe ist eine Folge von Partialsummen

Sn=>,ar = (ag) und (S,)nen sind Folgen
k=0

Falls Y ay konvergiert = (ag)ren ist eine Nullfolge
k=0

Die Kriterien fiir Folgen kénnen iibertragen werden

[e.o] o0
> a, heiBt absolut konvergent, genau dann wenn ) ||a|| konvergiert
k=0 k=0
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Quotientenkriterium
Tim| 4L < q
ag
. Ak+1
< d0 mit 0 < 0 < 1, kg € N, so dass <6 Vk > kg
ag

o0
= Z ay konvergiert

k=0
Definition 2.53.
exp: C—C exp(z) :Z—' =€
k=0
o0 L 2k
sin: C—C sin(z) = kZ:O (—1) k1
o0 L 22
cos: C—C cos(z) = Z (—1) o]
k=0
exp, sin, cos  konvergieren fir alle z € C
Beweis. e Zeige, dass ap = 'Z—IT das Quotientenkriterium erfiillt
agp| | ATEOERY ]z
ar | |(k+DV2F| [k+1
z 1
Sei k> 2|z| = < =
o Es gilt
sin(z) = 1 (e —e ™)
21
1 1z —iz
cos(z) = 5 (e —e™)
Daher folgt die Konvergenz von sin(z) und cos(z) aus der Konvergenz von
exp(z)

0
Bemerkung 2.54. Vx € R gilt
sin(z) = S(exp(iz))
cos(x) = R(exp(iz))
= € = cos(w) +isin(z) Euler-Darstellung
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Satz 2.55. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen

1. lim{/]a,| < 1= " a, konvergiert
n=0

(e e]
2. {/lan| > 1 fir unendliche n = > a, = 00
n=0

Beweis. 1.
lim/a, <1
= d0<qg<1, nygeN so,dass /a, <q Yn > ng
= a, < q¢" Yn > ng

d.h. Z Q4n, Konvergiert (geometrische Reihe ist Majorante)

k=0
1o

= i ap — Z ay endlich
k=0

k=0
00

= Z aj konvergiert
k=0

Ya, > 1= a, > 1 fir unendlich viele n € IN
= (an)nen ist keine Nullfolge

o0
Definition 2.56. Sei (a,) eine Folge, dann heifst > a,z" Potenzreihe.

n=0

Beispiel 2.57. Wir betrachten die Potenzreihe
Znaz” , 2€C, aeQ
n=1
1. |z] <1 : Die Potenzreihe konvergiert absolut, da
v/ |na,2n|' = (%)a |Z’ n:)oo |Z| <1

2. |z > 1

(a) a>0= |n%|z]" >n*>1
= n*2" st keine Nullfolge.
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(b)
{O‘ <0} = et = (Vnelal)”

|z| >1
Es gilt lim /n® =1, d.h. Ing € Nmit

n—oo

1
Vn® > — Vn >ng= Vn%z| >1 VYn >nyg= Reihe divergiert

2]
(¢)

—-1<a <0 a.n a 1
{|Z| —1} = =t = 5
n

= Die Reihe ist nicht absolut konvergent, da Z — =

{TQ;_I}

(d)

ok+1_1q ko2l 2l+1_q
Z ezt =%_ > n <Z >
I=0 n=2! =0 pn=2!

2l Summanden
k+1
1 — (21 1

k
§ 21+Oc —
=0 geometrische Reihe 1 — 2lta - 1= 2lta

(2" <1, daa < -1

Die Abschdtzung ist unabhdngig von k
= Die Partialsummenfolge >  n® ist beschrinkt

n=1

= Die Reihe Y n*2" konvergiert absolut

[&.°]

Bemerkung 2.58. zu 2.(c) : Unter den Voraussetzungen von 2 (¢) gilt: > (—1)"n®

konvergiert. Dies folgt aus dem unten stehenden Satz 2.60. -

Definition 2.59. Sei (a,)n,en eine reelle Folge Y ay. heifit alternierend < Yk  gilt
k=0

agra < 0

Satz 2.60. Sei ) ay eine alternierende Reihe und (|ag|) eine monotone Nullfolge.

k=0
Dann ist Y ay, in R konvergent
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Beweis. 0.B.d.A. ag > 0= a9 >0 a1 <0
k

Wir setzen Sy = > apn, Soptro — Sop = Qoo + Gopr1 < 0
n=0

= Sy >S9 >S4 > ... (Sg) ist monoton fallend.

Analog: S; < S3 § S5 < ... (Sok+1) ist monoton wachsend.
Wegen Sop1 — Sar = agr1 < 0 gilt: Sopy < Sop VE

= 51 < Sy und Sy < 5

= (Sx) ist monoton fallend und beschrénkt

(Sok_1) ist monoton wachsend und beschréinkt

Sei khm Sgk =S Sl = khm 52k+1
Esgilt S — 85" = hm (Sor, — Sopy1) = llm aopy1 =0
Sei € > 0, dann EINl, Ny € IN so dass gllt

1S — S| <% vk > N, und \52k+1—5|<§ Vk >k > N,

setze N :=max (2N7;2Ny + 1)
= |S, =S| <eVn>N

Satz 2.61. Umordnungssatz

Sei > ay eine absolut konvergierende Reihe in einem vollstindigen normierten Vek-
k=0
torraum. Dann gilt fir jede bijektive Abbildung 7 : IN — IN :

Z Ar(k) = Z Qg
k=0 k=0

Bemerkung 2.62. Der Satz ist falsch, wenn die Reihe nicht absolut konvergiert.

Beispiel 2.63. Z konvergzert
Behauptung: 3 Umordnung 7, so dass Z # divergiert.
Beachte:
L s L
2+l 2+3 s 2k+1 4

2k—1 Summ(mden
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= Die Umordnung

n 1 i 1 n 1 n 1 1 S r 1 1
9 11 13 15) 8 8 8
+ ! + ! + ...+ ! ! > L
2841 2843 T 2kl ] 2k + 2 4
konvergiert nicht.
Satz 2.64. Cauchyprodukt fiir Reihen
Seien Y ar , Y. by absokut konvergente Reihen (in R oder C).
k=0 k=0
Set ¢y = > agbp i
k=0
Dann konvergiert > ¢, = (Z ak) (Z bk)
m=0 k=0 k=0
(ohne Beweis)
Beispiel 2.65. Funktionalgleichung fiir exp
Va,y € C gilt:
exp(r +y) = exp(z) + exp(y)
Beweis.
B o0 " B o0 yn
@) =3 L ep)=3 L
k=0 k=0
gk ymF 1 &K (m R 1 m
=Y = () = e+
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Kapitel 3

Stetige Abbildungen

3.1 Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Definition 3.1. Seien (X, d,) und (Y, d,) metrische Riume. Eine Abbildung
[ (X dy) — (Y. dy)
heifit stetig, wenn fir jede Folge (x,) in X gilt
Tn — &= flan) = f(E)

Anders formuliert:
f fiihrt konvergente Folgen in konvergente Folgen tiber und vertauscht mit Limesbil-
dunyg.

f <n11ngo:17n> = lim f(x,)

n—oo

Ein Spezialfall
Abbildungen f: (X,d,;) — (Y,d,) mit der Eigenschaft

dy(f(2), F(£)) < Cda(,£)

mit C' > 0 (konstant) sind stetig. Fiir geniigend grofies n gilt d,(z,,&) < & wegen
x, — & und damit d,(f(x,), f(§)) <e.

Solche Abbildungen nennt man Lipschitz-stetig und C' nennt man Lipschitz-Konstante
Beispiele sind kontraktive Abbildungen, fiir diese gilt C' < 1, bzw. C' < 1.

Beispiel 3.2. 1. Fiir Polynome
p:R—R

m
T — E a;x’
Jj=0

69
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gilt fiir jede in R konvergente Folge (x,,)
lim p(z,) = p(tim z,)

wie wir sofort aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen schlieffen (Kapitel

2).

. Wir betrachten die Funktion

f:R—R
x— [z] Gaufklammer (s.S. 32)
Sind (vg), (yx) Folgen mit
fn = 1=

und Vk € N : (0 <)z, < 1 < yp(< 2)
so qilt Vk:

f(a) =0, also Tim f(z) = 0£f lim 2) =1
fl) =1, also lim fly) =1 = f (lim y)

Die Gaufklammer ist also nicht stetig.

g:R—R
% fiir x #0
g9(z) = )
0 firxz=20
Nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen gilt fir Folgen (x)) mit
lim xp #0:

k—o00

Jim o) = (Jim )

Ist aber
]}Lrgoxkzo, zr >0 VEk bzw. x, < 0 Vk
so gilt
Jim g(ay) = +00 £ 0 = g ( lim ;)
bzw.

klim glaxg) = —00#£0=g (I}im xk>
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Definition 3.3. Seien (X,d,) , (Y,d,) metrische Rdume.

Fine Abbildung f : X — Y heifit stetig im Punkt & von X, wenn fir jede Folge
(xn), die in (X, d;) gegen & konvergiert, die Bildfolge (f(x,)) in (Y,d,) gegen f(§)
konvergiert.

Offensichtlich ist f: (X,d,) — (Y,d,) genau dann stetig, wenn f in jedem Punkt
& von X stetig ist.

Satz 3.4. Sei f : (X,d,) — (Y,d,) stetig im Punkt £ € X und sei g : (Y,d,) —
(Z,d.) stetig im Punktn = f(§) €Y.
Dann st die Komposition

(9o f): (X, dy) — (Z,d.)
stetig im Punkt £ € X
Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir jede gegen ¢ konvergierende Folge (z,,)
yn = flan) = n = f(£)
Da g stetig ist, gilt wegen der Konvergenz von y,, gegen n in (Y, d,)

9(Yn) = (go f)(zn) — g(n) = (go f)(&)

Also folgt
(g0 f)(xn) = (g0 f)(&)
und g o f ist stetig im Punkt &. O

Folgerung 3.5. Die Komposition stetiger Abbildungen ist wieder stetig.

Eigenschaften stetiger Funktionen

Lemma 3.6. Sei f : (X,d,) — (Y.d,) eine stetige Abbildung. Ist A in (Y,d,)
abgeschlossen, dann ist das Urbild f~'(A) abgeschlossen in (X, d,).

Beweis. Sei z,, — x eine in (X, d,) konvergente Folge mit x, € f~1(A)

zu zeigen ist x € f71(A).

Da f stetig ist, konvergiert die Bildfolge y,, = f(x,) € A gegen y, — y = f(x). Weil
A abgeschlossen ist, folgt y € A und damit z = f~(y) € f~1(A). O

Lemma 3.7. Sei f : (X,d,) — (Y. d,) eine stetige Abbildung. Ist (X, d,) folgenkompakt,
dann ist auch das Bild f(X) versehen mit der Einschrinkung der Metrik d, auf f(Y)
folgenkompakt.
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Beweis. Sei (y,,) eine Folge in f(z).

Dann gilt y,, = f(z,) und die x,, definieren eine Folge in X.

Nach Annahme gibt es eine in (X, d,) konvergente Teilfolge &, — Z. Aus der Ste-
tigkeit folgt, die Teilfolge 7, = f(Z,) konvergiert gegen f(Z) in (f(X),d,) O

Satz 3.8. Auf einem folgenkompakten metrischen Raum (X,d,) hat jede stetige
reellwertige Funktion f : (X,d,) — R ein beschrinktes Bild und das Mazimum,
sowie das Minimum von f werden auf X als Funktionswerte angenommen.

Beweis. Das Bild von f(X) ist folgenkompakt beziiglich der euklidischen Metrik
(siche Lemma 3.7).

Also ist f(X) beschrankt und abgeschlossen.

Insbesondere gilt daher

sup (f(X)) = max (f(X))
inf (f(X)) = min (f(X))
Daraus folgt die Behauptung. ]

Satz 3.9. Zwischenwertsatz
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < f(b). Dann gibt es fir jedes
n € [f(a), f(b)] ein a € [a,b] mit

fle) =n
Beweis. Betrachte die (nichtleere beschrénkte) Menge

A:={z€la,b]: f(z) <n}
entweder ist dann a := sup A gleich b, oder es gibt per Definition ein = € [a, b] mit
r>alexd A
= [flx) >n
In beiden Féllen folgt
fle)=m

(in letzterem Fall wegen der Stetigkeit von f, da eine monoton fallende, gegen «
konvergente Folge von Punkten aus A existiert, welche gegen das Supremum «a von

A konvergiert. Falls o = b gilt offensichtlich n = f(«) = f(b) und somit f(«a) > 7 )
Aus Stetigkeitsgriinden und der Definition von A folgt

fla) <n.

Beides zusammen genommen ergibt

fla) =n.
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3.2 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Satz 3.10. Das e — 6 Kriterium
Gegeben sind eine Funktion f: (X, d,) — (Y,d,) und ein § € X. Dann ist f genau
dann stetig in &, wenn zu jedem € > 0 ein § = 6(€) > 0 ewxistiert, so dass gilt:

do(,§) <0 = dy(f(2), f(y)) <e¢

Veranschaulichung des € — § Kriteriums

Betrachte die Kugel Bs(z) = {z € X : d,(z,§) < ¢}

Fiir beliebiges € > 0 soll es ein § > 0 geben, so dass zu jedem x € X, dessen Abstand
zu € kleiner als § ist, der Abstand von f(x) zu f(§) kleiner als € ist.

f soll also die Kugel Bs(§) um £ vom Radius < § in die Kugel B, (f(£)) um f(§)
vom Radius < € abbilden.

Beweis. Zunachst wollen wir zeigen, dass das e—¢ Kriterium die Stetigkeit impliziert.
Sei also z,, eine Folge in X mit lim z, = £. Also zu jedem € > 0, existiert ein

N = N(€) mit d(x,,&) <€ firn nz—?\(;
Sei € > 0 vorgegeben. Nach Annahme gilt 30(¢) > 0 :
dy(f(xn), f(§)) <€ fir dy(zn,§) < d=0d(e).

Wiéhlt man jetzt € gleich 9, folgt

dy(f(xn), f(£)) <€

fir n > N(J). Also konvergiert f(z,) gegen f(z).
Zum Beweis der Gegenrichtung nehmen wir an f sei stetig im Punkt £. Angenommen
das € — ¢ Kriterium wére falsch. Dann gilt:

deg >0 Vo >0 dre X
(de(2,§) <6 und dy(f(z), f(§)) = €)

Wiihle nun § = <. Dann existiert ein , mit d,(z,,&) < + und dy,(f(z,), f(§)) > €o.
Wegen d(z,,€) < + gilt z,, — &.
Aus der Stetigkeit von f im Punkt £ folgt f(x,) — f(§) im Widerspruch zu

dy(f(x), f(§)) = €

Folgerung
Eine Funktion f : (X,d,) — (Y,d,) ist genau dann stetig, wenn gilt

VEe X Ve>0 d6>0 Vee X:
do(2,8) <6 = dy(f(x), f(§)) <e
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Bemerkung 3.11. Approximation ist ein gingiges Konzept in der Analysis. Ste-
tigkeit kann interpretiert werden als ”lokale Approzimierbarkeit durch Konstanten”.
Sei f: X — Y im Punkt x stetig, d.h. Ve > 0 30 > 0: dy(f(z),f(y)) < €
fiir alle y mit dx(x,y) < d. Anschaulich bedeutet das, dass die Funktion f nahe
der Stelle x durch die Konstante f(z) approximiert werden kann, und dass der Feh-
ler dieser Approximation kleiner als € ist, wenn der Abstand von x kleiner als 0
ist. Wir werden spdter weitere Approximationskonzepte fiir Funktionen kennen ler-
nen: lokale Approzimierbarkeit durch lineare Funktionen (Differenzierbarkeit), Ap-
prozimierbarkeit durch Potenzreihen (Taylorreihen, analytische Funktionen) sowie
Approximation von bestimmten Funktionenklassen durch Funktionen anderer Klas-
sen z.B. durch trigonometrische Funktionen (Fourierreihenentwicklung) oder durch
Polynome (Weierstrass-Approzimationssatz und Taylorpolynome).

GleichmaBige Stetigkeit

Definition 3.12. Eine Abbildung f : (X,d,;) — (Y,d,) heifit gleichmdfSig stetig auf
(X, d,) wenn zu jedem € > 0 ein § = d(e) > 0 existiert, so dass Y&, x € X gilt

do(2,§) < 0= dy(f(x), [(£)) <€
Bemerkung 3.13.

& Ve>030>0Vee A: f(Ks(z)NA) C K(f(z))

Der Unterschied zur Definition der Stetigkeit auf A ist der, dass dort die "maximale
Grafie 6 ”der Umgebung Ks(x), fir die noch f(Ks(x) N A) C K.(f(x)) gilt, sowohl
von € als auch von x abhdngt. Gleichmdfsige Stetigkeit bedeutet dagegen, dass Vr € A
bei gegebenem € > 0 dasselbe & gewdhlt werden kann.

Beispiel 3.14.
M, =R\ {0} M;=R
f:R\{0} = R
1

T = —
x

1. f ist gleichmdflig stetig auf A =R\ {] —a,a[}, a>0
2. f ist nicht gleichmdfig stetig auf R\ {0}

Bewezs.

e B I

@I =5~ =

also |f(z) = f(y)l<e & [z —y| < |eyle

1 1 ' 1
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1. Firz,y € A=R\ {—a,a} gilt

|zy| > a
also
|z —y| <ea’ =0 = |v—y| <elzyl
Daher gilt
Ve>0Ve,ye A: |z —y| < := ea’

unabhéngig von z und y

= [f(z) = fly)l <e

2. Dagegen konnen wir V6 > 0, z,y € R\ {0} finden mit |z —y| < 0
aber

[f(@) = fW) =1 & |z —y[=|ey|

Sei § > 0 beliebig. Wihle n € N, sodass ¢ < 1. Nun gilt fiir [z — y| = 2:

lzy| < (Jz —y| + |z])|=|

Satz 3.15. Satz von Heine
Ist (X, d,) folgenkompakt, dann gilt:
Jede stetige Funktion auf (X,d,) ist gleichmafig stetig

Beweis. Wire die Aussage falsch, dann wiirde gelten

Jeg: VO >0 I e X dre X
do(z,€) <6 und dy(f(x), f(§)) = €0

Fixiere ein solches ¢¢ > 0. Vn > 1,n € N und § == n! 3 2,,y, € X mit
dX(§n7$n) <n~' und dy(f(gn)af(l‘n ) > €.
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Bei sorgfiltiger Auswahl von Teilfolgen kann man 0.B.d.A. durch Ubergang zu Teil-
folgen erreichen (X ist folgenkompakt, f ist stetig)

& = &

T, — T

n—oo

wegen d (&, 2,) < n~' (dies gilt auch fiir die Teilfolgen) und

0 < do(2,8) < du(w,20) + do(, &) + du (60, §)
—_— Y Y~

1 —11 1
<3¢ <n~-<3€

W=

<€

fir n > N(e) und alle € > 0 folgt d,(x,&) = 0 im Limes n — oo. Also gilt z = £ und
damit folgt wegen f(z) = f(§)

0 < e < dy(f(&n), flzn)) < dy(f(&n), [(§)) + [ (an

S/

~—

f(a)

€0

\

-~

=

<%60 <
wegen der Stetigkeit von f ist die rechte Seite < €,
falls n > Ny (%) respektive n > N, (L)

Wegen der Konvergenz der Folgen f(&,) — f(§) und f(z,) — f(x).
Dies liefert

O<e<e€ %

3.3 Reellwertige stetige Funktionen
Definition 3.16. Fir einen metrischen Raum (X,d,) ist

C(X):={f: X = R: f ist stetig auf (X,d,)}
der Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf X .

Lemma 3.17. Seien f,g € C(X) und X € R.
Dann ist auch f + g, A\g, fg wieder stetig auf X.

Bemerkung 3.18. C(X) bildet dann einen Ring
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Beweis. (nur fiir fg, die anderen Rechnungen sind trivial):
Seien also ein ¢ € X und ein € > 0 gegeben.
Dann ist

[f(@)g(x) = F(E)g()] < [f(2)g(x) = f(x)g(§) + f(x)g(E) —
)

<|f
<|f ( )Hg(sc)< g9(é |+!g( )Hf( )

€1

fiir Konstanten ¢y, ca > 0.

Ersteres gilt nur fiir d,(z,£) < d1, letzteres nur fiir d,(z,§) < da.

Auflerdem gilt

[f(z) = ()] <1 falls dx(z,8) < J3
Wir wihlen ¢ = min{él, (52, 53}
Falls d.(z,§) <0 ist damit

[f@)| <1+ [f(E) = a
Alles zusammen zeigt, dass
(f9)(z) = flz)g(x)
stetig im Punkt ¢ ist.

Folgerung 3.19. Polynome sind stetige Funktionen auf R

Lemma 3.20. Sei f: (X,d,) — R stetig und f(z) #0 Vr € X.

Dann ist
1

@) (X,d:) = R

definiert und stetig auf (X, d,)
Beweis. Gegeben sei ein ¢ und ein € > 0. Dann gilt

’ 1 ’:‘f(é)—fx)

(
fl@) ) f(€)

Es gilt fiir d(x,&) < 0y

[f(z) = FOI < |3 f()|—61>0

f(€)g(&)l

(é)l

<

€
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aufgrund der Stetigkeit von f.
Daraus folgt

@)l > |5 f(f)‘ wegen der unteren Dreieckungleichng
(17) = &) > 17 ~ 1F@)
2 <7l
o i o e T AL
fals /(2) — £(€)] < 31 /()
Dies ist erfiillt, falls d, (z,€) klein genug ist. 0

Definition 3.21. Seien f,g: (X, d,) — R.

max(f,g)(z) = max(f(z), g(x))
und analog fir das Minimum.
Bemerkung 3.22. C(X) ist ein reeller Vektorraum von Funktionen.
Satz 3.23. min(f, g) und max(f,g) sind in C(X) fir f,g € C(X)

Beweis. Es geiugt, dass mit f auch |f| (als Komposition stetiger Abbildungen, |- |
ist stetig) stetig ist,

denn max(f,g) = 3(f +9) + 3/ — g
und min(f, g) = — max(—f, —g) ]

3.4 Folgen stetiger Funktionen

Konvergenz von Funktionen

Definition 3.24. Eine Folge (f,)nen von reellwertigen Funktionen f, : (X,d,) — R
heifst punktweise konvergent gegen eine Grenzfunktion f : (X,d,) — R, wenn fir
jedes v € X gilt lim f,(x) = f(x).

Bemerkung 3.25. Konvergenz von Funktionenfolgen gegen eine Grenzfunktion (bzw.
Approzimation einer gegebenen Funktion durch eine Folge von Funktionen) ist wich-
tig fir die Anwendung der Analysis in der mathematischen Modellbildung und nu-
merischen Simulation.



FOLGEN STETIGER FUNKTIONEN 79

Beispiel 3.26. Die Partialsummen der Exponentialreihe stellen die Approximation
der Exponentialfunktion dar, d.h. Vo € R gilt:

n o
Z zk Z ok
_— — =
k! n—oo k!
k=0 k=0

In diesem Fall sind die approximierenden Funktionen (als Polynome) stetig, genau
so wie die Grenzfunktion e*.

Beispiel 3.27. Betrachte f,(x) =1—2" , € [0;1] CR

n—oo

1 firo<z<l1
<x>::{0 To=
firx=1

Wir sehen, dass die Grenzfunktion nicht stetig ist.

Frage: Welche Bedingungen sind zu stellen, damit fiir eine konvergente Folge stetiger
Funktionen auch die Grenzfunktion wieder stetig ist?

Definition 3.28. Gleichmdf$ige Konvergenz
FEine Folge (fn)new von Funktionen f, : (X,d,) — R heifit gleichmdfig konvergent
gegen eine Grenzfunktion f: (X,d,) — R, wenn zu jedem € > 0 ein N = N(e) € N
existiert, so dass ¥Yn > N und alle v € X gilt

[fu(z) = fz)] <e

Satz 3.29. Satz der gleichmdf$igen Konvergenz
Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen f, : X — R, n € IN gleichmdf$ig gegen
eine Funktion f: X — R, so ist auch die Grenzfunktion f stetig.

Beweis. Seien & € X, € > 0 gegeben. Es ist zu zeigen, dass ein d. > 0 existiert, so
dass fiir alle x € X:

[z =&l <= [f(x) — f(&)| <€

Wegen der gleichmifiigen Konvergenz der Folge (f,,)new gibt es ein n € IN, so dass
Ve e X gilt

1

ale) = £(2)] < 3¢

Da f, stetig ist, existiert weiter ein §. > 0, so dass Vo € X mit |z — &| < J. gilt

ale) = fullo)] < 3¢
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Dann folgt fiir alle solche x € X

(@) = FE) < [F () ~ Ful@)| + [ful@) = Ful@)] + ful&0)

-~ -~ -~

1 1 1
<3¢ <3¢ <3¢

f(&)| <€

d.h. f ist stetig in &. O]

Bemerkung 3.30. Diese Aussage ubertmgt sich auch auf Rethen von stetigen Funk-

tionen Z fn. Wenn die Partialsummen Z fr gleichmdfig konvergieren, so ist ihr
k=1 k=1

Limes Z fr wieder eine stetige Funktion.
k=1

Fiir beschréinkte reellwertige Funktionen f definiert man
[ Flloc := sup [£(£)]
cex

Es gilt
b Hf“oo:()@ f:O
o [[Mlloo = M| fll

o [/ 49l < 1flloctgllos, denn [f(E)+g(&) < [F(E)I+19(E)] < [[flloc+lgll
gilt V¢ € X.

Somit definiert || - || eine Norm auf dem R-Vektorraum der beschriankten Funktio-
nen auf X, die so genannte Supremumsnorm.

Sei (X, d,) ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann ist jede stetige Funktion
beschrankt auf X. Damit ist C'(X) ein Unterraum des Raumes der beschriankten
Funktionen auf X. Fiir stetige Funktionen f € C'(X) gilt sogar

1flloe = max| ()
Die Supremumsnorm definiert durch

d(f,9) = I = 9gll
eine Metrik auf C'(X).

Lemma 3.31. Fir eine Funktionenfolge (fn)new auf einem beschrinkten, abge-
schlossenen Intervall X = |a,b] ist die gleichmdfige Konvergenz gegen eine Grenz-
funktion f : [a,b] — R gleichbedeutend mit

1= flloe = 0
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Satz 3.32. Satz der Vollstandigkeit
Sei (X, d,) folgenkompakt. Dann ist (C(X), d) versehen mit der Metrik d der gleichmdfigen
Konvergenz ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Gegeben sei eine Cauchyfolge in C'(X), also f, € C(X) n =1,2,... mit
|| fn = finlloo < € fiir n,m > N(e).

Wir konstruieren eine Grenzfunktion. Fixiere einen Punkt x € X und betrachte die
Folge y, = fn(x) € R. Dann gilt |y, — Ym| < ||fo — finlloo < €, falls n,m > N(e).
Also definiert yy, s, ... eine reelle Cauchyfolge. Daher existiert der Limes y,, — .
Wir setzen f(z) =y = nlgrolo yn € R

Nun behaupten wir

f(z) — fulz)] <€ firn> N (%) (%)

und zwar fir alle z € X.

Sei némlich z € X ein beliebiger Punkt. Dann gibt es ein mg = myg(ie, z) mit
|f(x) = fu(2)] < § fiir m > mg(5, x), weil nach Konstruktion f,,(z) — f(z) gilt.
Dies liefert

f (@) = fu(@)] < [f(2) = (@) + [fin(2) = ful(2)] < %6+ | fm = ful| <€
—_———

<

Nm

falls n,m > N (5) und m > mo(3e€, ) gilt. Ein solches m kann man immer finden
(d.h. fiir jede Stelle z ist ein passendes m = m(z) zu wihlen ), so dass man jetzt
unabhéingig von der Wahl von z wie behauptet |f(z) — f.(z)| <€ fir n > N (%)
gezeigt hat.

Zum anderen behaupten wir f € C(X). Betrachte x1, 29 € X. Dann gilt fiir geeig-
netes n und d,(z1,22) < d (und & geeignet)

[f(z1) = fla2)| < |[f(@1) = fular)| + |fn(l’1);fn($2)\l+ |fn(l’2);

€

f(x3)]

\

€ €

1
3

ol
ol

Ist dy(21,22) < 6 = 6(%, fn), dann gilt | fo(z1) — fu(22)| < 36, da f, stetig ist und
damit auch gleichméBig stetig auf (X, d,).
Schliellich haben wir fiir ein beliebiges = (auch x = x,z5) gezeigt, dass |f(z) —

1
fulz)| < § fiirn > N (%) Waihlt man daher ein n > N, so folgt fiir alle 1, x5 mit
d.(x1,2) < 0, wobei § jetzt nur noch von e abhéngt, die Ungleichung

|[f(z1) — f(x2)| < e
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Das heifit f ist stetig auf X. Die erste Beauptung (*) zeigt auBBerdem

1f = full < ¢ fiirn = N (3)

Somit konvergiert die Funktionenfolge f,(x) gleichméBig gegen f(x). Dies zeigt die
Vollstandigkeit von C'(X). O

Bemerkung 3.33. Vollstindige normierte Riume werden Banach-Rdume genannt.
Der Funktionenraum C([a,b]) ist also ein Banach-Raum. Der folgende Satz von
Arzela-Ascoli bedeutet fiir den Funktionenraum C([a,b]) das gleiche, was der Satz
von Bolzano- Weierstraf$ fir R™ bedeutet.

Satz 3.34. Arzela-Ascoli
Sei (fn)nen eine Folge von Funktionen in C([a,b]), welche gleichmdfig beschrinkt
und gleichmdfig stetig ist. Es gelte

1. sup || fulleo < 00
nelN

2.Ve>0 36. >0 : Vne N

- <
e B ) = )| <

Dann existiert eine Teilfolge (fn, )rew, welche gegen ein f € C([a,b]) konvergiert,
d.h.

1y = fllee = 0

(ohne Beweis)

Bemerkung 3.35. Eine Menge von Funktionen die 2. erfiillt, heifst gleichgradig
stetig auf |a, b].

Definition 3.36. Die (reelle) Treppenfunktion zu einer endlichen Zerlequng des
Intervalls [a,b] durch Teilpunkte a = xog < 1 < ... < x,, = b ist definiert als

flx)=c, , z € (xr_1,21)

In den Zerlegungspunkten xj bleibt die Funktion unbestimmt oder wird dort dem
jeweiligen Zweck entsprechend geeignet gesetzt, z.B. f(xy_1) = cy.

Anwendung (Approximation durch Treppenfunktionen)

Zum praktischen Rechnen mit stetigen Funktionen (z.B. auf dem Computer) ist
die Definition durch Vorgabe von Werten in den {iberabzéhlbaren Punkten ihres
Definitionsintervalls [a,b] C R nicht geeignet. Daher ist es von Interesse, allgemei-
ne stetige Funktionen durch einfachere, am besten durch von endlich vielen Wer-
ten charakterisierte Funktionen zu approximieren. Kandidaten hierfiir sind z.B. die
Treppenfunktionen, oder Polynome.
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Lemma 3.37. Treppenapprozimation

Jede auf einem beschrdnkten, abgeschlossenen Intervall [a,b] definierte, stetige Funk-
tion f : [a,b] — R lisst sich beliebig gut durch Treppenfunktionen einschlieffen, d.h.
Ve > 0 3 Treppenfunktionen ¢, c, (0.B.d.A. zur selben endlichen Zerlegung von [a, b]
gehdrend) mit den Figenschaften

c(r) < flz )SE()
z € [a,

lce(z) —Cc(z)] <€

3.5 Spezielle Funktionen

Wir haben schon die Exponential-, Sinus- und Cosinusfunktion eingefiihrt.
Von der Exponentialfunktion wissen wir bereits, dass f(z) = exp(z) die Funktional-
gleichung

flz+y) = f(x)f(y)

16st mit der “Anfangsbedingung”

£(0) =1.

Hieraus folgt sofort (mit Induktion)

r@=r(%)

n

Lemma 3.38. Die Ezponentialfunktion ist eine bijektive Abbildung von R auf R™

Beweis. Die Abbildung x — ¢e* ist injektiv, was aus der strikten Monotonie der
Funktion folgt. Zum Nachweis ihrer Surjektivitit sei a € R beliebig gegeben.

Da die Folge (€"),ew wegen e > 1 strikt divergiert und die Folge (e™™),cn eine
Nullfolge ist, gibt es ein n € IN mit

e <a<er

Die Exponentialfunktion ist auf R und damit auch auf dem Intervall [—n,n] stetig.
Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann die Existenz eines ¢ € [—n,n] : e = a. ]

Definition 3.39. Natiirlicher Logarithmus
Die Umkehrfunktion =1 : Rt — R der reellen Ezponentialfunktion ist der "natiirliche
Logarithmus”In(x)

y:=In(xr), e R" & z=¢¥
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Lemma 3.40. Der natiirliche Logarithmus
In(-): R" = R

ist stetig und streng monoton wachsend.
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

In(zy) = In(z) +In(y) z,y € R"
In(y")=rIn(y) yeR", reqQ

Beweis s.u.

Beachte: Das gilt nicht fiir exp : C — C

Lemma 3.41. Sei f : (a,b) — (c,d) stetig, monoton wachsend und bijektiv. Dann
qgilt dies auch fiir

f:(c,d) — (a,b)

Beweis. Bijektivitéit klar.

Monotonie aus Lemma 77?7

Stetigkeit von f~!:

Sei A C (a,b) offen. Wir miissen zeigen

(F~H)7(A) = f(A) C (¢,d) ist offen

Wihle:
zuy € f(A) einx € Amit y = f(x)
und
e>0mit [.(x) C A

Dann gilt:

fa—e) < flx) < flz+0)

Es folgt y € (f(z — €), f(z +€))
und nach dem Zwischenwertsatz gilt

(f(z—e), f(z+e) C [(A)
Also liegt eine ganze Umgebung von y in f(A). O

Beweis. (zu Lemma 3.40)
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1. Nach Lemma 3.41 ist der natiirliche Logarithmus stetig und streng monoton
auf jedem beschriinkten Intervall [e?, e?] C RT, welches Bild eines Intervalls
[a,b] C R ist. Da man mit solchen Intervallen ganz R iiberdecken kann, folgen
Stetigkeit und Monotonie des Logarithmus auf R*

2. Ausgehend von der Formel
folgt fiir y = e*, 3 = e*

In(yy') = In (exﬂ,) =z + 2 =In(y) + In(y’)

Mit e™®) = g ergibt sich
eln(xT) — " = (eln(:r:))r _ 6rln(ac)
und folglich wegen der Injektivitdt der Exponentialfunktion

In (2") = rin(x)

Folgerung 3.42. Va € R* und durch die Festleqgung
a® =@ 5 0 aeR

wird eine beliebige reelle a-Potenz definiert. Fir diese gelten die tiblichen Rechenre-
geln.

a®t? = %’

Der Ausdruck 0° bleibt unbestimmt.

Die Exponentialfunktion f(x) = a” ist auf R stetig, fir a > 1 ist sie streng monoton
steigend, fiir a =1 konstant, fir a <1 streng monton fallend.

Die zugehorige Umkehrfunktion ist “der Logarithmus a zur Basis a”

y =log,(z) & x=a"
Es qilt:

log,(zy) = log,(x) +log,(y)
log, (%) = alog,(z) a€R
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Definition 3.43. Sei V ein reeller Vektorraum

1. M CV heifit konvex
& Va,y € M: Die ”Verbindungsstrecke”von x und y liegt ganz in M, d.h.

VAe 01 : e+ (1—-NyeM

2. Sei M C 'V konvex

(streng) konvex

f:MHRheiﬁt{ & Vae(0,1):

(streng) konkav

fz+ (1 =Ny) < bzw. < Af(z) + ( — N f(y)
FOz+ (1 =Ny) > baw. > Af(x) + (1= N)f(y)

oberhalb

d.h. jede SSehneffwischen zwei Punkten des Graphen von f liegt ganz
unterhalb

des Graphen
Satz 3.44. 1. exp ist eine (streng) konvexe Funktion

2. log ist eine (streng) konkave Funktion
Beweis. Fir A € (0,1), x <y gilt:
exp(Az + (1 = N)y)

= Xexp(z) + (1 — A) exp(x ( Z j!I)j)

< Aexp(z) + (1 — N) exp(z) exp(y — x)
= Xexp(z) + (1 — A) exp(y)

Daraus folgt
log ()\x +(1- A)y) = log ()\ exp(log(z)) + (1 — \) exp(log(y)))

> log (eXp ()\log(:L‘) +(1=X) 10%@)))
= Mog(x) + (1 — \) log(y)



Kapitel 4

Differenzierbare Abbildungen

4.1 Ableitung

Wir betrachten normierte Vektorrdume V7, V5

McWVi, [ M=V,
Die Aussage, dass f in xg € M stetig ist, kann auch wie folgt formuliert werden:
f(x) = f(xg) +r(x,20) Ve EM
mit einem ”Fehler”r, wobei

lim r(x,z9) — 0

Tr—XT0
f wird also lokal durch die konstante Funktion x — f(zy) approximiert.
Approximieren wir stattdessen durch eine lineare Funktion x — f(z0) + I, ()
wobei I, () : Vi3 — V5 eine lineare stetige Abbildung ist mit einer schirferen Forde-
rung an den ”Fehler”, so gelangen wir zur Definition der Differenzierbarkeit.

Beispiel 4.1.

Vi=V,=C
exp: C—C
sin:C—C inxyeC

exp(x) = exp(xg) exp(r — xg) = exp(zo) Z (z — )"

= exp(o) + exp(zo)(z — o) + exp(zo)(z — o) p1(x, To)

n!

87
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(n+1)!
Die Darstellung im Reellen zeigt, dass die approximierende lineare Funktion als
Graph die ”Tangentedin den Funktionsgraphen darstellt.
Beide Gleichungen haben die Gestalt:

mit py(z, o) = > &= 0 fiir @ — xg
n=1

f(x) = f(zo) + f'(wo)(x — @0) + ||z — @0l p(z, x0)
mit p(z,xo) — 0 fiir x — xq

x # xg
. f(x) - f(%)
= f = lim Y2
f (l'()) x;rilo r — 29
IHIEO
Definition 4.2. Seien Vi, Vy normierte Vektorraume (iber R bzw. C)
M C Vj sei offen, xg € M
f M — Vy heifst differenzierbar in xg
& 3 eine lineare, stetige Abbildung f'(xo) : Vi — Vs
so dass Vx € M

f(@) = f(zo) + f'(wo)(z — w0) + |J& — o] [, 20)
wobei p(x,xg) — 0 fiir x — xqg. f'(xo) heifit Ableitung von f in xqg

Bemerkung 4.3. Zur Motivation der Forderungen an den Approximationsfehler:
Fiir die lineare Abbildung x — f'(zo)(x — o) gilt f'(zo)(x — x0) — 0 fiir v — xy.
Es wird daher gefordert, dass der Approximationsfehler p(x,xq) := f(x) — f(xg) —
f'(xo)(x—1z0) schneller gegen Null geht als die lineare Abbildung. Daher fordert man,
dass der Fehler dividiert durch den linearen Term ||x — xo|| immer noch gegen Null

geht, d.h. ﬁﬁigh =: p(x,x9) — 0 fiir £ — xy. Setzt man p(x,xo) = p(x, zo)||z — 20|
erhdlt man die Forderung aus obiger Definition. Dividiert man die lineare Abbildung
hingegen durch ||x — xzo|| so geht dieser Quotient nicht mehr gegen Null fiir x gegen
xo, sofern die lineare Abbldung von der Nullabbildung verschieden ist.

Definition 4.4. f heif$t differenzierbar < f ist in jedem Punkt x € M differen-
zierbar

Beispiel 4.5. 1. f:R™ — R" set linear. Dann gilt Vxqo € R™
f'(xo) = f . denn
f(x) = f(zo) + f(x — o)
—_—

lineare Abbildung in (z — xo)
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2. Euklidisches Skalarprodukt auf R™

f:R"—=R

TrT—><x,r >
Es qilt

f'(z0) = 2(xq,-) , denn
(z, 1) = (30, T0) + 2{x00, T — T0) + || — 0] |?
= f(xo) + 2(x0, T — w0) +|z — ol — 0|
—_———

lineare Abbildung in (z — xo)
wobei || — xol| — 0 fiir v — xo.

3. Determinantenfunktion: Wir schreiben fiir v € R™™, z = (2!, ... 2")
mit ‘Spaltenvektoren”

A
=1:1€eR"
),
und definieren
fROY SR

x s det(z!, ..., 2"™)

f ist differenzierbar Vzo € R™™ mit
n
f'(zo) = Z det (zg, ..., )l =l et zg)
j=1

Beweis: Die Determinante ist eine alternierende Multilinearform. Daher gilt
f(z) = det (331, ,x”)

n
_ 1,2 n 1 -1 G g g+l n
—det(:co,xo,...,:co)jtg det(xo,...xo ! =z, 1 ,...,xo)
Jj=1

1

+plat, xg, ..., 2™, 2l
pxt,xh, ... ™ al) ist die eine Summe iiber Determinanten sy. Fiir jede die-
ser Determinanten gibt es (mindestens) i,j € {1,...n}, i # j sodass Spalte i
gleich ' — ¥ und Spalte j gleich 17 — x) ist.
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Wir verwenden im R™" die Norm ||z|| = max |zL|. Wir entwickeln jeden

Summanden sy nach der i-ten Spalte (i jeweils passend gewdhlt). Dann gilt fir

jeden Summanden |sg| < > p_ |2k — xhel - |pr(at, g, .. 2™ ag)] < S0 ||(2t —
k=1
xh, ot —aD)|| | pe(at 2l L 2 2|, wobed pr(at, ), .. 2™ xf) die entspre-

chenden Unterdeterminanten sind. Jede dieser Unterdeterminanten enthdlt ei-
ne Spalte deren Komponenten eine Untermenge der Komponenten von x’ — a:é
sind (7 jeweils passend gewdhlt). Daher geht jede dieser Unterdeterminanten
gegen Null fiir v — zo. Somit ist |p(x', z, ..., 2" af)| < ||[(a' — 2}, ... 2" —

:L‘g)H Zk ‘Qk|; mit q, — 0 wenn xr — xg.

f(z) = det (2, ...,2")

n
_ 1,2 n 1 =1 _j Jj a1 n
—det(xo,xo,...,x0)+g det(xo,...xo T — 1z, 3 ,...,:UO)
j=1
n
1 Jj=1 _j J g+l n 1 j—1 .j J J+1
—i—E (det(mo,...,mo ) — 1wy, ,...,x)—det(m,...,m T — xy, 1)

j=1

Der zweite Term ist linear in x — xq, der Dritte nach dem Determinantenent-
wicklungssatz von der Form

n
J J
E Ly — %k%k(w, To)
k=1

mit pjr(x, zo) — 0 fiir v — xo (det dst stetig).
Verwenden wir im R™™ die Norm ||z|| = max EA
j7

, so konnen wir ihn also

abschdtzen durch

||z = @ollp(, o)

mit p(x,xg) — 0 fir x — xg

Satz 4.6. Komponentenweise Differentiation

Sei

f:M—R"
f(@) = (f1(®), ., fn(2))
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Dann gilt:

f ist in xy € M differenzierbar

& fi, 1=1,...,m sind in xo differenzierbar.
Es qilt

f(0) = (£i(@0), s fr(a0))

Beweis. Verwende die Definition und den Satz iiber die komponentenweise Stetig-
keit. [

Definition 4.7. FEine stetige Abbildung

f:la,b] — R"
(a,b € R, a<b)

heifst Kurve in R"™.
f([a, b)) heifst Spur der Kurve.

Beispiel 4.8. Sei f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion und

f(@) = (z, 9(x)).
Die Spur von f ist der Graph der Funktion g. Da x — x und x — g(x) differenzierbar
sind, ist nach Satz 4.0.72 auch x — (z,g(x)) = f(x) differenzierbar mit

f'(@o) = (1.9'(w0))

f'(xo) gibt die Richtung der ”Tangentenin die Kurve f an, g (xo) gibt also ihre
Steigung an.

Beispiele (Abbildungen R — R)
1.

f:R—R

ist differenzierbar in jedem x # 0 mit f'(x) = spur(x), nicht aber in 2 = 0.

f:R—R

) xsin (%) fir x # 0
J() = {0 firx =0
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ist ebenfalls nicht differenzierbar in = 0 (obwohl stetig), denn fiir

1 —1
an = <(n + 5) 7T)
gilt lim a, = 0, jedoch

flan) = 10) :Sin((n+g) W) — (-1

konvergiert nicht fiir n — oo.

Rechenregeln fiir die Ableitung

Lemma 4.9. Linearitdt
Set M C Vi, f,g: M — Vs differenzierbar in xo € M.
Dann qilt fir o, 8 € K : af + Bg ist differenzierbar in xo mit

(af + Bg) (o) = af (o) + By (x0)

Beweis. Einsetzen in die Definition unter Beachtung der Eindeutigkeit. O]

Lemma 4.10. Produktregel
SeiVo=K, MCcVy, f: M —K,g: M — K differenzierbar in xy € M.
Dann ist auch fg: M — K mit (fg)(z) = f(x)g(x) differenzierbar in xy mit

(f9) (o) = g(xo) f (x0) + f(z0)g (o)
Beweis. Mit p(x, z0) — 0 fiir ¢ — x0, i = 1,2 ist
(@) = f(xo) + f (wo)(w — o) + ||z — wo|lv, p1 (, o)
9(x) = g(x0) + ¢ (x0) (& — x0) + [|& — 0|13 pa(, o)
Multiplikation liefert

F(@)g(x) = f(x0)g(zo) + (9(x0) f (z0) + f(x0)g (20)) (T — T0)
+ ||z — 2ol v (p1(, z0) (g (o) + g (z0)(x — o))

’

+ pa(, o) (f(x0) + f (20)(z — xo)))Jrf/(Io)(l’ — 1) g’ (20)(x — w0)
+p1(z, o) p2(2.70) |2 — 5150Hv1

Dabei gilt offenbar

ps(x, x0) = (p1(x, 0)(g(x0) + g (w0)(x — 29))
+pa(w,70) (f(w0) + f (20) (2 — 20))) — 0

T—To
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und
f/(Io)(l‘ - IO)QI(IO)(SL’ —x9) = ||z — Io“%zlm(%xo)
mit
|m@wM§“ﬁfjuum@mmﬁfjm@o@D
also

F(@)g(x) = f(z0)g(xo) + (g(x0) f (o) + f(x0)g (0))(x — o)

+& = 2ol|v; (ps(2.20) + palz, mo)| |z — mol[vy + p1(z.20)pa(2.20) || — 20| |11)
mit

p3(w.20) + pa(x, 20) ||z — 20||v7 + pr(7.70)p2(.20) || — 20 ||11 o 0

Lemma 4.11. Quotientenregel

McVi, Vo =K, f,g: M — K seien differenzierbar in xog € M, g(z) # 0 (da g in
xq stetig ist, folgt, dass g(x) # 0 Vx aus einer geeigneten Umgebung U von x.)
Dann ist auch 5 - M — K differenzierbar in xo mit

/ / r0) = 9(wo) f (w0) — f(20)g (o)
() (40)?

Beweis. Wir kénnen f = 1 annehmen. Der allgemeine Fall folgt dann aus der Pro-
duktregel.

g9(x) = g(x0) + g (zo)(x — x0) + ||z — @o||vip(, 7o)

11 g(@)—g(xo)
glx)  glzo)  glz)g(xo)
_ _9/(130)(17 — o) + ||z — mol[vi p(z, 20)
g9(z)g(xo)
g (o) 1 1 ,
=S+ (s o 0 )
1
||l‘ onle(x’xO)g(.%)g(l’g)
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Der Betrag des zweiten Terms lasst sich abschétzen durch:

11
19(x0)*  g(x)g(x0)

~~

sup g (20)(2)|

| = |

>

— 0 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)
ZHIO

Also haben wir gezeigt

1 _ 1 _g,<I0)(x_x>
g(x)  g(wo)  g(x0)? ’

+ |z = wol|p(, o)

mit p(x,z9) — 0 d.h.

Tr—To

Lemma 4.12. Lipschitz-Stetigkeit differenzierbarer Funktionen
Sei M C Vi, f: M — V, differenzierbar in xto = 3 Umgebung U um xy und
c >0, so dass Vxr € U :

1f (@) = f(o)llvs < el — wollvs
Beweis.
1f (@) = fzo)llva < (1f (o) (& = wo)l|vy + [l — ol il o, o) v,
x — p(x,x0) ist stetig in x, also beschriankt in einer Umgebung U von x
llp(z, x0)||vy, < 1 Ve eU
Nach dem folgenden Lemma ist ferner
1 (o) (z = wo)llv, < collw = oy Vo € VA

Es folgt

£ (x) = f(zo)llv, < (co+ )|z = wollvy
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Lemma 4.13. Seil : Vi — V5 linear
[ st stetig<= 3 cg >0V z€ V)
11(2)[lv, < collz[|vs

Beweis. “ ="
[ stetig = [ stetlg in 0

= 30>0:V [[¢]ln <0:[[l(E)]h, <1

= 3 6>0:V 2 € Vi\ {0} : [|l(2)]]w,
[12[lva 0 1
T A
—

[[-[]vy <6

Wahle Co = %

« ” .,
<

Jeo : V2 € Vi c[[I(2)]|v, < coll2llva
[[1(z — x0)[|vy, < collz — 20|[1; <€

fiir vorgegebenes €, zg, wenn ||z — zol[y; < d:= 5
= [ ist stetig in xg = [ ist stetig. O]

Lemma 4.14. Kettenregel
Seien V1, Vi, V3 normierte Vektorrdume iber K (= R oder C) M C Vi,
Sei f: M — Vy differenziertbar in xo, f(M) C N C V;
Sei g : N — V3 differenzierbar in f(xy). Dann ist (f o g) : M — V3 differenzierbar
m xro mit
(go f)/(l’o) = gl(f(xo))fl(wo)
Bemerkung 4.15. Die Formel ist sinnvoll, denn es ist

f(xo) : Vi — Va linear stetig
p (f(z0)) : Vo — Vi linear stetig
= g (f(zo))f (x0) : v1 — Vi linear stetig

Beweis.

(9o f)x) = (g0 f)lxo) = g(f(x)) = g(f(20))

= g (f(x0))(f(x) = f(a0))
(@) = f(@o)llvapr (f (), f(20))
)

f(@) = f(zo) = f (zo)(x — o) + ||z — wollv;p2(, 7o
() — (%)HVQ < ¢||z — z¢|| nach Lemma
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Einsetzen dieser beiden Zeilen in die obige Gleichung liefert

(g0 F)(x) — (g0 o) =g (Fxo))(f (@0) (& — 20))
Tl — ol i (6 (o)) (ool a0)) + LEL =T @O iy i)y

\|93—$o||v1

(. J
~~

=:p3(z,20)

=(g'(f (o)) f (x0))(x — o)

+ [lz = ol lvi ps (@, xo)
Dabei gilt fiir x — xg
p3(x,70) — 0, denn pa(z,20) — 0
g (f(z0)) ist eine stetig differenzierbare lineare Abbildung.

pr(f(x), f(xo =)) — 0 (da f(z) — f(z0) )
|1 (x) = f (o)

||z = ol |y

Beispiel 4.16.

/

(a®) = a"lIn(a)
weil a® = exp(zIn(a))

Lemma 4.17. Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Sei f : (a,b) — R stetig, streng monoton und in xq differenzierbar, f(xq) # 0.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein Interval I C R, so dass f : (a,b) — I bijektiv
ist. Sei g := f~1: 1 — (a,b).

Dann ist g in f(xo) differenzierbar mit

J () = 7 !

Beweis.
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Fiir eine geeignete Umgebung U von f(xg) gilt

Ve e UN\{f(x0)} : 9(§) # o
f(g(€)) = & F# f(xo)

Aus der Stetigkeit von g folgt

lim g(§) = g(f(20)) = o

&—f(zo)
also
() ~ fla) _
fef(a:gf?#(xo) g —xg f (o) # 0
Es folgt
: 9(&) —g(f(zo) _ 1
fﬂf(x}ll)r,géf(xo) & — f(xo) o f’ (I())

d.h. g ist differenzierbar in f(z() mit

/ 1
g (f(l’o)) - f/(xO)

Beispiel 4.18. 1.

f=exp:R—R"
ff'l=g=1log:R" =R

f ist streng monoton wachsend und differenzierbar.

flz)=e"#0
Daraus folgt mit y = exp(x)
/ / 1 1 1
log (y) =g (f(z)) = @)~ ep@) g
2.
f=sin: (—g, g) — (=1,1)

f'=g=arcsin: (—1,1) — <—g E)
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f ist streng monoton wachsend und differenzierbar

’

f(x) = cos(x) >0

Damit folgt aus Lemma 4.17

arcsin'(y) = g (f(x)) = = = =

Definition 4.19. Hohere Ableitungen

Sei Vo ein normierter IK-Vektorraum.

Set M C K offen, zp € M, f: M — V,

Wir definieren induktiv:

f st 0-mal differenzierbar in xq < f ist stetig in xo und

FO (o) := f(0)

f ist m-mal differenzierbar in xq < 3 Umgebung U um xy : Ve € UNM : f ist
(m — 1)-mal differenzierbar in xo und die Abbildung

m—1
fom = (%) f:UNM =V,

ist differenzierbar in xo. Wir setzen

FGen) = () )= () )

Bemerkung 4.20. Hier wurde die lineare Abbildung ™ (z¢) : M — Vi, mit ihrem
Wert an der Stelle 1 identifiziert. Auf diese Weise wird die Zuordnung x© € M +—
f0)(z) = fM(2)(1) € Vi zu einer Abbildung von M nach Vs, die dann auf Stetigkeit
und Differenzierbarkeit tiberprift werden kann.

Definition 4.21. f heifit m-mal stetig differenzierbar in M < Nx € M : f ist
m-mal differenzierbar in x und die Abbildung

M —Vy
z— [ (x)
ist stetig auf M.
C™(M, V) :={f: M — Vy: f ist m-mal stetig differenzierbar}
C=(M. V) = () CP(M. V)

m>0
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Beispiel 4.22. 1. Bahn eines ”"Massenpunktes”
t —x(t) € R®, t € R Zeit, x(t) : Ort des Massenpunktes zur Zeit t

Geschwindigkeit zur Zeit zur Zeit t:

Beschleunigung zur Zeit t:

" (¢ _d_2 1) = 2
2= Lat) =z

(t)

2. f: K,(x9) — C sei als Potenzreihe definiert

f(x) = Z an(x — 20)"

n=0
Dann ist f € C®(K,(x0)), denn wir wissen, dass Potenzreihen differenzierbar
sind mit

f(z) = Z ann(x — x9)"

’ . . . .
d.h. f ist wieder eine Potenzreihe, usw.

Lemma 4.23. Leibniz-Regel
M C K offen, f,g € C"(M,K). Dann gilt

() =3 (Z) Flg®

k=0

Beweis. Induktion, unter Verwendung der Produktregel O]

4.2 Differenzierbare Abbildungen im R"

Definition 4.24. Richtungsableitung

Seien Vi, Vo normierte Vektorrdume

Seixg e M\0#ye V. f: M —-Vo, M CVy

f heifst an der Stelle x¢ in Richtung y differenzierbar < Die Abbildung

[0,¢] = V3
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ist in t = 0 differenzierbar. (e so klein, dass 0 <t <e= xzo+ty e M)
Die Richtungsableitung von f in Richtung y an der Stelle xy ist dann definiert als:

9] f(zo +ty) — f(wo)

(55 )(a) = lim t e V)

also als Ableitung (Tangentenvektor) der Kurve

0,6) = V4
t— f(iL'o + ty)

an der Stelle t = 0.

Bemerkung 4.25. 1. Ist d differenzierbar in xq und y € Vi mit xo + ty €
M VYt € 0,¢], so ist f in xg in y differenzierbar, und mit

v:[0,¢] = M
V(1) = zo + ty

qilt

! !

9 , /
(8_yf) (o) = (f o) (0)=f (x0) oy (0) = f (x0)(y)

2. Die Umkehrung gilt nicht. Differenzierbarkeit in alle Richtungen impliziert
nicht die Differenzierbarkeit.

Gegenbeispiel:

f:R*—=R
()’ fiir x1 # 0

Jasx2) = {oxl fiir 1 = 0

Fiir y # 0 existiert

t—0 Y1 +—0

lim @22 — 02 15,42 — 0 fiip gy #£0
0 fU’f’ 1 = 0
y

f st aber nicht einmal stetig inx = 0, da 2.B. (#, %) — 0, gedoch f (#, %) =

n — oo # 0= f(0) gilt.
f st also nicht differenzierbar.
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Definition 4.26. Partielle Ableitung
Sei jetzt speziell Vi C R™, e, :=(0,...,0, 1 ,0,...,0)

k-te Stelle
f heifit in & partiell differenzierbar nach i < f ist in T in Richlung ey differen-

zierbar. Wir definieren

(%0 (7) = (%f) (@) 1= (0, f)(Z)

f M — Vy heifst (stetig) partiell differenzierbar nach xp < VYx € M ist f in x
nach xy, differenzierbar und x — (& f)(x) ist stetig.

Beispiel 4.27.
f:R"\ {0} = R
fz) = =

2 n ,
Ly
:_(n_Q):c_\”
O0,1)(e) = ~(n = 2) 72 +nln =2 A

wobei

0 firg#k
Ojk = L
1 firg=k
Definition 4.28. Seix €¢ M C R", f: M — R™ sei in & nach allen xj,5 =1,....,n

partiell differenzierbar.
Dann heifst die Matrix

Nfi(Z) ... Onfi(T)
Df(z) = (0:ife(T) = : e Rmn)
I fmn () On [ (T)
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die Jacobi-Matriz von f in
Fiirm =1 heifit

o1 f(Z)
V(z) = : = (Df(z))" € R"
O f(T)
der Gradient von f in T
Bemerkung 4.29. 1. Seim =1,y € R™ (Spaltenvektor)
(Vi(3),y) =D 0;f(@)y; = Df(i)y
j=1

Skalarprodukt Matrizenprodukt

2. Ist f in T differenzierbar, so gilt
(0,1)(®) = f(#)(e))
also firy € R™ (Spaltenvektor)

F@w) = 1@ _vies

P ZAGICIEICTIIC

n

> (0;11)(@)y;

=1

n

> (0 fm)(T)y;

Jj=1

nfi(z) ... (@) [(n
= : : = Df(2)y Matrizenprodukt

alfm(j:) 8nfm(i) Yn
Beispiel 4.30. Polarkoordinaten im R™
fR"\ {0} — [-1,1]""" x (0,00)

n
fo= | D2 = llall=r
j=1

frlz)=—==10, (k=1,...,n—1)
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Es gilt fir j=1,...,n

3 s k=1,..n—1
r T
x .
_ ) _n.
Ojfu(z) =—= =10,
T
Also
1—612 _9291 _9n7191 _97191
r r e r r
9102 1—922 _0n7102 _97192
r r e r r
Df(x) z : : :
0101 020n 1 1—6,_12 _ Onbn_1
T T e r
61 02 enfl en

Unter Beriicksichtigung von 6j2 = 1 beweist man durch Induktion
j=1

det (Df(z)) =

rn—l

Satz 4.31. Sei M C R" offen, f: M — R™ stetig partiell differenzierbar. Dann ist
f stetig differenzierbar und es gilt Vo € M,y € R™:

’

f(@)(y) = Df(x)y = 0,f(x)

Beweis. Es geniigt, die stetige Differenzierbarkeit der Komponentenfunktionen aus
deren stetiger partieller Differenzierbarkeit zu schliefen. Daher kénnen wir o.E m =
1 annehmen. Fiir differenzierbare Funktionen wurde die Formel

’

[ (x)(y) = Df(x)y = 0,f(x)

bereits bewiesen.

Fiir £ € M, sei 0 so klein, dass

ws:={ze€R": |z, — %] <,

firj=1,..,n} C M
Dann gilt Vo € ws(Z)
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mit der stetig differenzierbaren Funktion
gj (T — 05,2+ 0;) = R
t— f(‘%h EEEE) jlj—la i, jj-‘rh ey xn)
und ¢ hinreichend Kklein.
Es gilt
95(5) — 9;(%5) = g;(§5) (x5 — T5)
mit §; zwischen Z; und z;

<das zeigen wir spéter: 3¢ € (a,b) Mittelwortsats f) = fla)=(b—a)f (5))

= 0 f(T1, s Tjo1, &, Ty, oo Tn) (25 — T5)
= 0;f(%)(x; — &;) + (x; — Zj)pj(x, T)

/h(l‘,i‘) - a]f('fh "'7‘%j—17£j7xj+17 73771) - a]f(‘f) — 0

r—T

(Stetigkeit), da &; € (x4, %;) gilt §; — Z; fiir © — Z. Damit haben wir

f@) = f(7) = Z@f(i")(% - ;)

+ > (w— F)pj(w, &
j=1

= (V[(@),2 =) + |Jx — z[| pl, T)

— 0
T—I()

= f(@)(z - )
x —D f(x) ist nach Voraussetzung stetig. Damit haben wir ein rechnerisch anwend-

bares Kriterium, das es erlaubt, die Differenzierbarkeit einer Abbildung R™ — R™
aus der stetigen Differenzierbarkeit von Funktionen R — R zu schlieflen. O

Bemerkung 4.32. Ses M C R", N C R™, M LN & Re
f, g differenzierbar. Dann gilt fir x € M

0:(g 0 i) =Y O, (f ()0 fi()
k=1
Das ist die elementare Formulierung der Matrizengleichung (da Df; ; = 0;f;)

D(go f)(z) = Dg(f(x)) o Df(x)

’

(gof)(x) =g (f(x))of(x)
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Definition 4.33. Hohere partielle Ableitungen
Set M CR", f: M — R™ und firk € N sei j,, € {1,...,n}
Wir definieren fir k > 1:

77777

& 3 Umgebung U um z: YreUNM :

akfl
al‘jk71, ceey (9le
ak—l

T — x) in T partiell nach x;
8$jk_1,...,8$j1 f( ) p I

f(z) existiert und

differenzierbar ist.

8k

(()xjk...ale

f(j:) = (ajk7 ajk—l’ ey aj&f)il
—o (5t ) @

(9xj,1k...8xj1

2. f heift k-mal stetig differenzierbar < Y(jy, ..., jx) € {1,...,n}* Vo € M ElaLf(x)

. xjk...aacjl
und x H%—a%f(x) ist stetig in M

C*(M,R™) :={f : M — R™: f ist k-mal stetig differenzierbar.}
C*(M,R™) := ) C*(M,R)

kelN

3. f heifit k-mal differenzierbar in
& U um 3 in M : f € C*YU,R™) und alle particllen Ableitungen k-ter
Ordnung sind differenzierbar in .

4.3 Mittelwertsatze, Taylor-Entwicklung und Ex-
tremalbedingungen

4.3.1 Maximum und Minimum in R!

Definition 4.34. Sei D C R". Die Funktion f : D — R hat in xq € D ein “globales
Mazimum” (Minimum), wenn gilt:

flxo) = f(x) Ve e D (f(xo) < f(x) Vo € D)
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Es handelt sich um ein "lokales Maximum (Minimum)”, wenn es ein 6 > 0 gibt so,
dass gilt:

f(zo) > f(x) Vo € Us(xg) = {x € D | ||z — z0|| < 0}
(f(zo) < flz) Va € Us(w))
FEin Extremum heifit strikt, wenn es das einzige in D bzw. Us(xq) ist.

Satz 4.35. Besitzt eine auf einem Intervall I = (a,b) differenzierbare Funktion f
ein lokales Extremum o € I, so gilt notwendigerweise

F(wo) =0

Beweis. 0.B.d.A. habe f in zy ein Minimum. Dann gilt fiir eine Nullfolge (h,,)nen
mit h,, > 0 und xy + h,, € Us(xo):

f(x0+hn>_f<x0) > ()
R -

und fiir eine Nullfolge (h;,)nen mit A, < 0 und g + h,, € Us(zo)

f(zo + hyn) — f(20)

<0
I, -

Beim Grenziibergang h,, — 0 folgt
0 <f' (o) <
= f (o) =
Analoge Argumentation fiir Maxima. m

Bemerkung 4.36. Die Bedingung f (xo) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend.
flo)=a* = f(2)=32" = f(2) =0
aber xo = 0 st weder Minimum noch Maximum.

Bemerkung 4.37. Fine stetige Funktion besitzt auf einem abgeschlossenen Intervall
I = [a,b] ein Mazimum. Dies kann aber auch auf den Randpunkten x = a oder x = b
liegen. Dann muss nicht f (a) = 0 (f (b) = 0) gelten, z.B. f(x) = x auf I = [0,1]
hat Mazimum in x = 1, aber f (1) =1#0

Satz 4.38. Satz von Rolle

Sei f: [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Wenn f(a) = f(b) gilt, dann
gibt es ein c € (a,b) in dem f'(c) = 0 ist. Insbesondere liegt zwischen zwei Nullstelle
einer differenzierbaren Funktion stets eine Nullstelle der Ableitung.
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Beweis. f nimmt auf [a,b] ihr Maximum und ihr Minimum an (Stetigkeit). Ist f
konstant, dann ist die Aussage trivialerweise rightig. Ist f nicht konstant, dann

dr € (a,b) mit f(z) > f(a) = f(b) oder f(x) < f(a) = f(b). Somit wird das

Maximum oder Minimum in z € (a,b) angenommen.

Satz:;1.35 f/ (1.0) -0

4.3.2 Mittelwertsatze

Satz 4.39. Ist f im Intervall [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar, so gibt es ein
c € (a,b), so dass

/ f(b) — f(a)
flo=1—
Beweis. Wir definieren
f(b) — f(a)

Satz von Rolle
=

dc € (a,b) mit

/ / b) —
g0 =0=f(o- IO
[
Folgerung 4.40. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Im Fall f'(x) >0 (f (x) < 0)
fiir x € (a,b) ist f monoton steigend (fallend) und im Fall f'(z) > 0 (f (x) < 0)

fiir © € (a,b) strikt monoton steigend (fallend).
Im Fall f =0 auf (a,b) ist f konstant.

Beweis. Sei f'(x) > 0 fiir z € (a,b). Fiir 2, € (a,b) mit y > x gibt es nach dem
Mittelwertsatz ein & € (z,y) mit

= f(y) > f(z) und f ist strikt monoton steigend.
Die anderen Fille werden analog bewiesen. O]
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Folgerung 4.41. Sei f : (a,b) — R zweimal differenzierbar und es gelte f (x¢) = 0
fiir ein zo € (a,b). Dann hat f im Fall f" (x0) > 0 in xq ein striktes lokales Minimum
und im Fall f"(20) < 0 ein striktes lokales Mazimum.

Beweis. Sei f"(xo) > 0. Wegen

) — tim L@ = F @)

T—T0 T — Xo

>0

gibt es ein € € R so, dass fiir x mit 0 < |z — 2| < € gilt

f'(x) = f'(x0)

r — T

>0

Mit f'(x0) = 0 folgt

f(z) <0 fiir € (zg — €,29) = [ ist monoton fallend
f'(z) >0 fiir € (zg,20 +€) = f ist monoton wachsend

d.h. f hat in zy ein striktes lokales Minimum. Der Fall f"(z) < 0 wird analog
behandelt. O

Bemerkung 4.42. Die Bedingungen sind nicht notwendig.
Zum Beispiel

flz) = 2"
hat ein Minimum in xo = 0, aber

f(z) =122 = f(0)=0

Folgerung 4.43. Gilt fiir eine auf einem offenen (beschrinkten oder unbeschrinkten)
Intervall I definierte und zwei mal differenzierbare Funktion f : 1 — R:

f(x)>0, Veel
so st f konvex, d.h. fir z,y € I und X\ € (0,1) gilt
fQz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =Nf(y) ()

Beweis. Wegen f' > 0 auf I ist f monoton wachsend.
Fiir x = y ist (x) richtig. Seien z,y € I, 0.B.d.A z < y und A € (0,1). Wir setzen

zy = A+ (1 = Nye (z ,y).
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Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann £ € (z,2,) und n € (z,y) mit

F@) = 1) _ piey < oy — L) = F3)

Iy — T Y — Ty
Das Relationszeichen gilt aufgrund der eben gezeigten Monotonie von f’. Es gilt
ay—rx=X+(1-Ny—z=(1-N)(y—x)

y—amx=y—Ar— (1= ANy= ANy — 1)

Flan) = ) _ fl) = ()
1—A - A

=

Durch Umformung dieser Ungleichung erh&lt man:

flxa) = Af(zx) + (1= A) f(2)
<A(z)+ (1 =N f(y)

O

Folgerung 4.44. Ist die Ableitung einer in [a,b] stetiger und in [a,b] differenzier-
barer Funktion f beschrinkt, also |f (z)| < K Yx € (a,b), so ist f Lipschitz-stetig
in [a,b], mit Lipschitz-Konstante K.

Beweis. Fiir z,y € [a,b], y > x gibt es ein ¢ € (a,b) mit f(2) — f(y) = f (c)(z —y)
(Mittelwertsatz), es folgt:

@) = F)l =11 (©)llz —y| < K|z —y|

O
Folgerung 4.45. Sei f in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar.
Gilt f'(z) =0 Va € (a,b), dann ist f konstant.
Beweis. Der Beweis folgt aus Folgerung 4.44 mit K = 0. O]

Beispiel 4.46. Seien aq,...,a, € R gegeben. Wir suchen a € R so, dass

n

fla) =) (a—a)’

k=1

manimal wird.
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Die einzige Nullstelle von f ist

das arithmetische Mittel der ay,.
Aufgrund von

ist a,, ein Mintmum.

— Methode der kleinsten Quadrate.

Bemerkung:

In der Optimierung oder “Ausgleichsrechnung” verwendet man oft die Methode der
kleinsten Quadrate. Versucht man z.B. verschiedene Messwerte a; durch einen ge-
eigneten Wert a derart zu reprisentieren, dass die Summe der quadratischen Abwei-
chungen der einzelnen Messwerte zu dem Ausgleichswert a minimal ist, so gelangt
man zu obiger Rechnung. Das arithmetische Mittel ist in der Hinsicht optimal, dass
die Summe seiner quadrierten Abstinde zu den Werten, aus denen es berechnet wur-
de, kleiner ist als die Summe der quadrierten Abstinde dieser Werte zu irgend einer
anderen reellen Zahl.

Beispiel 4.47. Ziel: Aus dem Fermat’schen Prinzip der geometrischen Optik das
Brechungsgesetz herleiten.

Fermat’sches Prinzip: Ein Lichtstrahl von Py und Py nimmt den Weg, der die kiirzeste
Zeit erfordert. Wir betrachten 2 ebene, homogene Medien My, My mit den Ausbrei-
tungsgeschwindigkeiten vy, vy fiir Licht.

gesucht: schnellster Weg von Py = (a, hy) nach Py = (b,hy) hy > 0,hy <0

Die x-Achse stellt die Trennungslinie zwischen My und My dar.

Annahme: Der schnellste Weg innerhalb eines Mediums ist geradlinig.

Die bendtigte Zeit fiir den Weg von Py diber P nach Py betrdgt:

\/(x —a)? + hy® (z — )2 4 hy?
t(zr) = ” +
1 U2

o (r —a) B (b—x)
vl\/(x —a)2+h®  va/(z —b)2 + hy?

Wegen t (b) > 0 und t (a) < 0 hat t' mindestens eine Nullstelle zo € (a,b).
t" wichst streng monoton, da
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d.h. xy ist die einzige Nullstelle von t und es gilt

o — a
\/(mo—a)2+h12 o
b — o R

\/(IO — b)2 -+ h22
und somit

sin(¢) (1

sin(p2) V2
w1 Einfallswinkel — py: Brechungswinkel
Satz 4.48. verallgemeinerter Mittelwertsatz

Seien f, g stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b) und sei g (z) # 0 Va € (a,b),
so gibt es ein ¢ € (a,b) so, dass gilt

HCRNIUES O

g(c)  g(b) —gla)
Beweis. Wegen ¢ () # 0 in (a, ) ist g(a) # g(b).
Es gibt ein ¢ € (a,b) so, dass

CEPER
Wir definieren

O @
F(z) == f(z) o) — 9(a) (9(z) — g(a))

Fla) = f(a) = F(b)
Satz vop Rolle 3, (a,b) mit F,(c) =0

d.h.

und da g'(c) # 0 erhalten wir (%) O
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4.3.3 Die Regeln von L’Hospital

Die wichtigste Anwendung von Satz 4.48 besteht in den Regeln zur Berechnung un-
bestimmter Ausdriicke nach I.’Hospital. Daber handelt es sich um Grenziibergénge
der Form

f(z)

lim —= €
v—a g(1) {

0 oo oo —o0
0’0’ —c0’
Satz 4.49. Regeln von L’Hospital

Es seien f, g zwei auf dem (beschrinkten) Intervall I = (a,b) differenzierbare Funk-
tionen. Es gelte g’ (x) # 0, Va € (a,b) und es existiere der Limes

Dann gelten die folgenden Regeln:
1. Im Fall

lim /(2) = lim g(z) = 0

ist g(x) # 0 in I und es gilt

limM =

o) ~°

2. Im Fall f(z) — o0, g(x) — £o0 firx \, a
ist g(x) £ 0 fira <z < x, <bund es gilt

f(z)

l _— =

2\a g()

Analog fiirx /' b und v — +oo

wober
TN\ To&S T >T0,T — T
r /rgEe x<To,T — X
Beweis. 1. Wir fassen f und g als Funktionen auf, die in a stetig sind und dort

den Wert Null haben:
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wegen ¢ (x) # 0 kann es dann keine weitere Nullstelle von g in I geben, d.h.
g(x) # 0 in I. Nach Satz 4.48 gibt es zu jedem x € [ ein £ € (a,x) mit dem
gilt

fl@) _ flx) = fla) _ f(©)
g(x)  g(x)—gla) g

Dann impliziert der Grenziibergang = \, a auch £ \, a und ergibt die Giiltigkeit
von 1.

2. Sei € € R* beliebig. Nach Voraussetzung ist g (z) # 0 in (a,b). Wir wihlen
ein 0 € R mit a+ 6 < x, so, dass Vz € (a,a+9) gilt f(z) # 0 und g(x) # 0,

sowie
UGN
g (z)
Nach Satz 4.48 gilt dann fiir beliebige x,y € (a,a + §) mit x # y auch g(z) #
g(y) sowie
HCES (P
9(x) —g(y)

da g 8:5 ((3)) = ; ,Eg, mit einem passenden £ € (a,a + d). Nun ist fiir beliebiges

z,y € (a,a+9) mit f(z) # f(y) und g(z) # g(y):

flx) _ fle) = fy) 9(x) — g(y) f(x)
g(x)  g(x) —gly) f(x) — fly) g(=)

)
_f@) -l g(x)
9(x) —g(y) | fly)
f(@)

1

= 3J, € R* so, dass Vx € (a,a + ,):
'f(fﬂ) _f@) - )
g(z)  g(x) —9(y)
Fir x mit a < £ < a + min{J, d, } ergibt sich damit

'f(l")

’<e

—= —c| <2e

g9(z)
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Bemerkung 4.50. Grenzprozesse fiir x — 4oo, d.h.

im @
A (o)

konnen wir durch die Substitution y := % in solche fiir y — 0, d.h.

f 1
S, 8

umformuliert werden.
Wir erhalten

S

B C))
A ) T e )

Bemerkung 4.51. Bei der Anwendung der Regeln von L’Hospital ist zundchst zu
priifen ob der Limes des Ableitungsquotienten tberhaupt existiert.
Zum Beispiel ist, trotz

22 sin (%)

. . T . 1
lim ——%% = lim — zsin| — | =0
2\0  sin(x) 2\0 sin(x) x

der Schluss

2w (1 1\ 2 1\ .2
lim T §1n (x) — im 2z sin (I) T Cos (m) T
#\0  sin(z) 2\0 cos(x)
i (L) — 1
=lim 2asin (x) cos (9”) = — lim cos (1>
2\0 cos(x) 2\0 x

nicht zuldssig, da der rechte Limes nicht existiert.

Beispiel 4.52. Auf I = (0,1) gilt

1.
glci{% w:;{% cosl(x) _ COS1<O> 1
2. I=(ab) pge N
lim o = lim pa?” = pa”” — Pyp-a

aNa 2l —al  aNagri~l gat™l g
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3. I=(0,1):
6213 -1 ) 2621:
im —— = lim =2
NoIn(1+2) 2o 1
1+
4. Durch zweimalige Anwendung der L’Hospital’schen Regeln erhdlt man auf I =
(0,1)
1 1 — si
tim (2~ L) =y 500
2\0 \sin(x) = 2\0 xsin(x)
i — 1 — cos(x) — lim sin(z) . 0
2\0 sin(z)+x cos(x)  =\0 2cos(x) — xsin(z)
5 nelN
n n—1 -1 n—2 |
T N (Ul S
rz—oo0 el r—oo el T—00 et z—o0 e¥

Bemerkung 4.53. 1.

lim f(z)g(x) = lim

Tr—a Tr—a g(aj)*l

(wenn lim f(x) =0, lim g(x) = 00)

r—a

2.

lim f(z)9@

Logarithmieren =
lim g(2) In(f(z)
und dann wegen Stetigkeit
exp <lim g(x) 1n(f(;1:))>
Beispiel 4.54. 1.

lim z* =7

z\ 0
Logarithmieren =

In(z) . 1,

lim z In(z) = lim —
z\0 z\,0 p N\0 T

und somit
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2.
1
lim z =1
r—1
Logarithmieren =
1 1
lim 2 Ly

und somit

4.3.4 Taylor Entwicklung

Wir haben schon gesehen, dass sich gewisse Funktionen durch Potenzreihen darstel-
len lassen, z.B. die trigonometrischen Funktionen.
Die Exponentialfunktion

konvergiert absolut fiir all z € R.
Dabei gilt fiir einen beliebigen “Entwicklungspunkt”zy € R

k=0
xr . e k
bzw. e —Z o (x — z0)
k=0

Wir wollen untersuchen unter welchen Bedingungen solch eine Potenzreihenentwick-
lung fiir eine Funktion f moglich ist und wie man diese aus f bestimmen kann.
Wir betrachten
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und mit Hilfe der allgemeinen binomischen Formel

ple) =) bilz —zo)"
k=0

mit Koeflizienten by,.

Statt diese aus den a; zu bestimmen, wollen wir sie direkt aus der Funktion p
ableiten.

m-malige Differentiation fiir 0 < m < n ergibt:

™ (z0) = byym!

Wir finden also die Darstellung

(z — 20)"

o

Wir wollen untersuchen, in wie weit sich diese Formel auf allgemeine Funktionen
iibertragen lésst.

Definition 4.55. Fir eine auf dem offenen Intervall (a,b) definierte und n-mal
stetig differenzierbare Funktion f heifit

n o op(k)
o) = 3 T (0
k=0 ’

fiir ein zo € (a,b) das “n-te Taylor-Polynom”von f um xy.

Wir studieren den Fehler bei der Approximation von f durch das entsprechende
Taylor-Polynom.

Satz 4.56. Sei f() eine auf (a,b) definierte und (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion und t,(xo,-) ihr n-tes Taylor-Polynom um x¢ € (a,b). Dann gibt es zu
jedem x € (a,b) ein & zwischen x und xq, so dass gilt

Fr(E) 11
x) =ty(xg,x) + ———(x — x9)"
(@) = (o, ) + fo (@ = )
%(az — x0)" L ist das so genannte "lagrange’sche Restglied”der Taylor-Approzimation.
Beweis.

tn(To, 20) = f(70)
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Wir definieren das ”Restglied”

Roy1(y,7) = f(o) — ta(y, x)

und fassen es (fiir festes z) als Funktion von y auf. Wegen der (n + 1)-maligen
Differenzierbarkeit von f ist R,.1(y, ) mindestens einmal nach y differenzierbar
und es gilt

d d

d_an—i-l (y> .flf) = @

d — fP(y)
Z—d—ykg o (z —y)*

f(k—i-l)

= npk)
:_ZT@(x_y)k+ (y)'(z_y)k‘—l

(f(2) = taly, 7))

Wir wenden Satz 4.48 an, fiir

fly) = Ry41(y,x) und
9(y) == (z —y)"*!

Es gilt
Rn+1<l’,$) = f(l‘) - tn(l’,l‘): 07
daher

Rn-i-l (ya l‘) Rn+1($a ZL‘) - Rn+1 (yf) Satz:4.48 dian-H(gv ZL’)

@y @@ St - o

mit einem £ € (a,b) zwischen x und y. Mit der obigen Identitat (x) fur

d

d_anJrl(ya l’) fiir Y= g

ergibt sich schliefllich

Rusilpsz) _ f00(6)
(x — y)ntt (n+1)!
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Definition 4.57. 1. Eine Funktion f auf einem Intervall (a,b) heifit "glattéder
C*°-Funktion,wenn sie beliebig oft differenzierbar ist, d.h. wenn fir alle k €
IN f%®) ezistiert.

Dann:
= R (g
too(To, @) 1= Z k(! 0)(90 — :L’o)k
k=0

2. Konwvergiert die Taylor-Reihe von f um xq fir alle x in einer Umgebung um
xo und gilt f(z) = too(xo, ), so heifit f 7 (reell) analytischin xq.

Satz 4.58. Taylor-Entwicklung
Sei f auf einem beschrinkten Intervall (a,b) eine C-Funktion mit gleichmdfig
beschrinkten Ableitungen, d.h.

Sl(lpb) |f(n)<$)‘ <M<oo, VneN (xx)
re(a,

Dann ist f auf (a,b) analytisch, d.h. Vx,xq € (a,b) konvergiert die Taylor-Reihe von
f und es gilt

) (0 .
f) =3 T 0

k
k=0

Beweis. Aus der Restglieddarstellung in Satz 4.56 folgt mit Hilfe der Voraussetzung

()

(n+1)
17(2) — talio,2)] < ‘Jin n 1(;)' e —
= (n ]J\r/jl)| (b—a)"

zu einem beliebigen € € R gibt es nun ein n. € IN, so dass Vn > n, gilt

M

T 1)!(b —a)"t <e

Bemerkung 4.59. Eine C'*°-Funktion muss nicht analytisch sein.
Gegenbeispiel:

~ Jexp (—z72)  firx#0
J(2) = {0 fire =0
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iiir(l) exp (—172) =0

= fistinx =0 und damit auf R stetig.
Wir wollen die Ableitungen von f in xo = 0 bestimmen. Zundchst ist fir x # 0:

f(z) =22"%exp (—x_2)

f(x)= (43076 — 6x*4) exp (—x*Q)

Induktion

= Alle Ableitungen in x # 0 haben die Gestalt
™ (z) = pn (7 exp(—27%) n>1

mit gewissen Polynomen p,.
Alle Ableitungen sind also in x # 0 stetig. Wir substituieren

und sehen weqgen
y2 ) (y CO),

dass sich die Ableitung in x = 0 stetig durch Null fortsetzen lassen,

f(x) — 0, VneN.
Hieraus folgt, dass [ eine C*°- Funktion ist. Ihre Taylor-Rethe in x¢ = 0 ist offenbar
die Nullfunktion, d.h. sie ist trivialerweise fiir alle x € R konvergent, stellt aber die
Funktion f aufler in x = 0 nirgends dar.

Anwendung der Taylor-Entwicklung
Die Taylorentwicklung (mit Restglied) einer Funktion f

f0(E)

(n+1)! )

(x — xg

kann unter anderem zur Berechnung von Funktionswerten f(z) dienen. Die zu-
gehorigen Taylor-Reihen sind konvergent (und stellen die Funktion dar), wenn die
Restglieder fiir n — oo gegen Null konvergiert.
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1. Exponentialfunktion

nok
x
e’ = ot Ry11(x)
k=0
mit dem Restglied
3
e
Rn — n+1

Die zugehorige Reihe konvergiert offenbar fiir alle x € R und stimmt mit der
bekannten Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion iiberein.

2.
sin(z) = i ix%ﬂ + Ropis(x)
— (2k + 1)!
mit
- (2n+3) (5)
_ sl 2n+3
R2n+3($) - (2n+3)'
o (_1>n+1 cos(§) 2n+3
n—+o)!
(2n +3)!
und
n 1 k
cos(e) = 3 S+ Raneala)
k=0 '
mit
cos®m(E)
Fonsal) =~ o)
_ (_1>n+1 cos(§) 2n+2
(2n +2)!

3. Logarithmus
Wir betrachten

flz)=In(l1+2) umzy=0
Bei Beachtung von In(1) = 0 und

(k—1)!
(14 2)k
= (DY k=1, keN

® (1 +2) |p=0 = (-1)* |2=0
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erhalten wir fir —1 <z <1

n ) (1
In(l+2) = Z nk—'()xk + Rop1
k=1 )
n —1)k1
= ( ) xk + Rn-I—l
k
k=1
mit
R — ln(n+1)(1 + 6) xn—&—l — (_l)n xn—&—l
m (n+1)! (n+1)(1+ &+t

Fiir festes z € (—1,1) ist, da £ € (0, x) bzw. £ € (z, 0),
c(z)
(n+1)
mit einer von z abhéngigen Konstanten ¢(z), so dass das Restglied fiir n — oo

gegen Null konvergiert. Im Grenzfall x = 1 ist der Zwischenwert £ > 0 und
daher

‘Rn+1 (33)| <

[Rpa(@)] < (n+1)7"

Das Restglied geht gegen 0, d.h. die Reihe konvergiert, aber nicht absolut
(die harmonische Reihe ist divergent). Fiir z = —1 ist der Logarithmus nicht
definiert. Wir finden also, dass die Taylor-Reihe des Logarithmus fiir x €
(—1, 1] konvergiert (fiir x € (—1,1) sogar absolut). Insbesondere fiir x = 1

= (-
k

In(2) =

k=1

4.4 Extremalbedingungen in R"

Definition 4.60. Fir einen Multiindex o = (..., o) € IN™ heifst

n
|Oé|i = Z (67}
i=1

die Ordnung von «.
Wir schreiben kurz:

al = oq!l...ay,!

=t aon firz e R

0°f = 0100 f (wobei O f = 0,..0, f), f =f

a;-mal
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Definition 4.61. Mit der symbolischen Schreibweise

O
Vi=|":
On
im R" liegt es nahe, fir
Y1
y=1:] €R"
Yn
abzukiirzen
(y> V) = Zyjaj = 3/181 + ...+ ynan
j=1
Folgerung:

k!
k __ k _ § : a Qo
ay - <y7v> - Oé'y 0

|a|=k;aeN"
Satz 4.62. Sei M € R"™ offen und liege die Strecke

{T+t(x—2):te€]|0,1]}
ganz in M. Dann gilt fir f € C*1(M)

. (. — 2, VY f(T +7(x — 7))

(k+1)!

Bemerkung 4.63. Wir erhalten dann den expliziten Ausdruck fir das Taylor-
Polynom

(x5, V) f(3 0o f (i o
oo f()
-y f(Z)

N ol

=0

(.171 — j’l>a1...(l‘n — Zi‘n>a"

a1+--~+an§k
Setzt man in einer Dimention fir (x — z,V)! den Ausdruck (z — i)j% ein, $o
wird die Analogie der mehrdimensionalen Form zur Form der Taylorpolynome in R

deutlich.
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Satz 4.64. Mittelwertsatz

Set M C R™ offen, f: M — R sei stetig partiell differenzierbar.
Sei {T+t(xr—7):te0,1]} C M.

Dann gilt fir eint € (0,1):

f(@) = f(&) = (Vf(@ +7(z,2)), 2 — T)
Bemerkung 4.65. Kettenregel

Seien M C R*, N ¢ R"™, M > N % R¥
Seien f, g differenzierbar. Dann gilt fiir x € M

Ai(go f)i(z) = Z 9ig; (f(2))afi(x)

Das ist die elementar aufgeschriebene Formulierung der Matrizengleichung

D(go f)(z) = Dg(f(x))Df(z)
(go f) (z) =g (f(z))o f (x)

Satz 4.66. Eztremwerte
Sei M C R™ offen, f : M — R habe in & € M ein Extremum (relatives / lokales)
und

1. f ist differenzierbar in &, Vf(Z) =0

2. f ist zweimal differenzierbar in
Sei () : R" — R definiert durch

Q) = (y, V)1 (F) = Y ;00 f(&)y;un

Jk=1

Dann gilt
Vini

f hat in T ein (relatives / lokales}{ mzmum
Mazimum
>0
= - Yy € R"
Q(y) { <0 Y

Beweis. Wir reduzieren die Aussage auf den schon untersuchten eindimensionalen
Fall, indem wir fiir y € R™ die Abbildung

F,:t— f(z+ty)

in einer Umgebung von ¢ = 0 betrachten.
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1. F, ist differenzierbar in ¢ = 0 und hat dort ein (relatives) Extremum
= F,0)=0= (4, V(@)
=0,f (%) = F,(0) =0
Da dies Yy € R™ gilt, folgt V f(z) = 0.

2. F, ist zweimal differenzierbar in ¢ = 0 und hat in ¢ = 0 ein (relatives) Extre-
mum (Minimum, fiir ein Maximum schlieen wir analog). Fiir kleine |¢| gilt:
0 < Fy(t) — F,(0) = tE,()
mit 0 < |7] < |t], 7¢>0
= 1(F,(7) — F,(0))
=0
= tTF;(O) + tTp(T)

mit hII(l) p(t) =0

= F/(0)+p(r)>0= F'(0)>0

Nun ist

1!

F,(0) = (y, V)?f(Z) = Q(y)
= Q(y) >0,

da y beliebig war.

Definition 4.67. Hesse-Matrix
Set M C R"™ offen und f: M — R 2-mal differenzierbar

1. D*f(z) := (0,0 f(2)) heifit Hesse-Matriz von f in x.
In den Bezeichnungen von oben ist firy € R":

Q(y) = (y, D*f(z)y)

2. Allgemein heifst eine reelle symmetrische n x n-Matriz A bzw. die zugehdrige
quadratische Funktion Q mit Q(y) =<y, Ay >

e positiv (semi-)definit <: A > (>)0

& Yy e R"\{0}: Qy) > (=)0
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e negativ (semi-)definit <: A < (<)0
& Yy e R"\{0}: Q(y) < ()0
e indefinit < Jyy, Yo :

Qy1) >0
Qy2) <0

3. x € M heifit kritischer Punkt von f < Vf(x) =0
Bemerkung 4.68.

Es gilt D*f(x) = : :
8&:223x1 f(l') T aazfgxnf(x)

Satz 4.69. Sei M C R" offen, f € C*(M).
Sei & € M ein kritischer Punkt von f

D?*f(%) < 0= 7 ist relatives (lokales) Mazimum von f
D?*f(%) > 0= 7 ist relatives (lokales) Minimum von f

Bemerkung 4.70. Beachte, dass es sich hierbei nicht um die Umkehrung der Aus-
sage aus Satz 4.66 handelt. Wenn an der Stelle x ein Mazimum (Minimum) von f
ist, so gilt D*f(z) <0 (>0), s. Satz 4.66. Umgekehrt kann man aber in kritischen
Punkten von f nur folgern, dass es sich um ein Maximum (Minimum) handelt,
wenn D?f(z) < 0 (> 0) ist. In kritischen Punkten mit D*f(z) = 0 kann z.B ein
Sattelpunkt aber auch ein Extremum vorliegen. Als Beispiele betrachte man etwa im
R! f(z) = 2 baw. f(z) = 2%, jeweils in x = 0. D*f(x) > 0 (< 0) ist in kriti-
schen Punkten x notwendig fiir die Fxistenz eines lokalen Extremums, nicht aber
hinreichend, hinreichend ist hingegen D?f(z) > 0 (< 0).

Beweis. Aus der Taylor-Formel folgt wegen V f(Z) =0

F(@) — £() = o — 5,94 + (o — D)

mit 7 € (0,1)
= 5 3" 00 + (e — D)oy — )k — )
Gk=1
:%@—iJﬁﬂi+ﬂx—@Xx—@)
1
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mit
Qy) = (y, D*f(Z)y)
und

P(r,7,%) — 0, da D*f nach Voraussetzung stetig ist.
Ist @ > 0, so Jc > 0 mit inf{Q(y)| ||y|]| = 1} > ¢, daher
1 T—T
)= 1@ =5lle —alP - (Q (25 ) + P
2 ||z — 2]
1
>5llz = 2[P(e+ P72, 8))

ZEH:U —#|]? fiir ||z — #|| geniigend Klein

>0
Entsprechend schlieft man fiir ()<0. m
Beispiel 4.71. Sei A = (Z i) eine reelle symmetrische Matriz und
f:R* =R
1 2 2

flz) = §(x,A:c) = M; + bxyxe + %

Es gilt
axq + bxs
Vi(z) = <bx1 +cx2> A

und

(a) a=c=1,b=0:

= x = 0 ist Minimum.
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(b) a=c=0,b=1:
Viz)=0& =0

D2f(0) = (? 5)

((1) .20 (1)) =20
(L) oo (1)) =2 <0

= D?f(0) ist indefinit.
0 st ein SSattelpunkt”von f.

Wir betrachten die Funktionen

tef(tu)
f(tu) = (bugug)t*  ,daa=c=0.
mit ||ul| = 1
Die Graphen dieser Funktionen sind die Schnitte des Graphen von f mit Ebe-
nen die von (0,0,1) und (uy, us,0) aufgespannt werden. Wandert u entlag des

Einheitskreises, so sind dies Parabeln unterschiedlicher Kriimmung, beschrie-
ben durch bujus, die sowohl positiv als auch negativ sein kann.

1. Das Tragheitsmoment eines Systems von | Massepunkten mq,...,m; an den
Stellen &1, ...,& im R? in Bezug auf einen Punkt x ist definiert als

!
fla) = mulle = &l
k=1

Der Schwerpunkt ist der Punkt x, fir den f(x) minimal ist.

l

Vf(x)= Zka(:v —&,)ER? (da x in R?)

k=1

Im Schwerpunkt gilt also
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I
mit m =Y my
k=1

2 ~(2m 0 . ,
D f(z) = ( 0 9y Positw definit.
Definition 4.72. 1. Set A € R™" eine Matriz,
aijpy ... Qin
A=

Ap1 -+ Qpp

Seip <nundij, k; (j=1,...p) natirliche Zahlen mit 1 <y <ig--- <1, <
n sowie 1 < ky < ky--- < k, < n. Wir betrachten nun die Untermatriz, die
aus den Zeilen 11, ...1, von A und den Spalten ki, ...k, von A besteht. Sie
hat die Form

ailkl e ailkp

aipkl Ce aipkp

Ihre Determinate bezeichnen wir durch

. . a’i1]€1 o a’ilkp
AT 7 . 3
A Pli= e o
koo K,
az-pkl c aipkp

Alle Determinatne dieser Form heiffen Minoren p-ter Ordnung von A.

2. Es gelten die selben Voraussetzunge wie in 1. Die Determinanten

. . iy - - ailkp
AT 1 . .
A P)= :
aipkl Ce aipkp
heifen Hauptminoren p-ter Ordnung von A, wenn gilt iy = kv, ..., 1, = k.
3. Es gelten die selben Notationen wie in 1. Gilt iy = ky = 1 und sind i1 =
ki,i0 = ko, .. .1, = kp aufeinander folgende natiirliche Zahlen, in dem Sinne,
dass io =17 + 1, 13 = 15+ 1 etc. so heifst
p L2 p\ CL.H CL.lp
Qp1 ... Qpp

fiihrender Hauptminor p-ter Ordnung von A (auch Hauptunterdeterminante oder
Hauptabschnittsdeterminante p-ter Ordnung von A genannt).
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Bemerkung 4.73. Sei A € R™" eine Matrixz. Dann besitzt A genau n fiihrende
Hauptminoren. Diese sind

a a ai; Qi a3 air ... Qi
11 Q12 . .
ar, , [Q21 Q22 A23|, ..., T = det(A)
Q21 Q22
az1 a3z ass QAn1 Ann

Zu positiv-definiten Matrizen

1. Reelle symmetrische Matrizen haben reelle Eigenwerte.

Beweis. Bezeichne ~ die komplexe Konjugation. Dann gilt: v € C" = 77v € R
Sei v ein Eigenvektor.
~_T —T —T 7T T
Muv=wov=Avv=0v A'v
=0T Av =T v = Moo

= A=A

2. Kriterien fiir positive Definitheit reeller symmetrischer Matrizen.

(a) Ae R™" positiv definit < Alle Hauptunterdeterminanten (so genannte
fiithrende Hauptminoren) sind positiv, d.h.

ay; ... Qaim
>0, Vme{l, ..., n}.

Am1 -+ Amm

(Fir n = 2 haben wir diesen Satz bewiesen, als wir die Positivitdt qua-
dratischer Formen betrachtet haben, s. Satz 1.53 und Bemerkung 1.54)

Beispiel 4.74.
1 1
A= (1 10)

1| >0
1 1
‘1 10‘ >0
= A ist positiv definit.

(b) A ist positiv definit < Alle Eigenwerte sind grofier als 0
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Definition 4.75. Eine Matrix heifst strik diagonaldominant, falls die Betrdge ihrer
Diagonalelemente echt gréfier sind als die Summe der Betrdge der jeweils verblei-
benden Zeilenelemente, d.h.

n

Z ’CLZ']" < ay; Vi= 1,...,71,

=i

Symmetrische diagonaldominante Matrizen mit positiven Diagonalemelenten sind
positiv definit. Dieses Kriterium ist notwendig, aber nicht hinreichend. Es gibt also
auch positiv definite Matritzen, die nicht streng diagonaldominant sind.

Beispiel 4.76. Beispiel dafiir, dass dies kein notwediges Kriterium ist:

A:

SN W
N W N
w N O

Eigenwerte:
(3—2v2,3,3+2V?2)
Wir suchen Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4 von A.
xaA) =B3—=X)?—-2-4B3-)) =0«
B=NO—-6A+X—-8)=0«
(B3=XN(1—6A+X%)=0
)\1 - 3

+ 4
6 2@:6i2\/§:3i2\/§

A ist positiv definit, obwohl nicht streng diagonaldominant.

Aoz =

Beispiel 4.77.

10 1
1 100
naldominant mit positiven Diagonalelementen. A ist also positiv definit.

Beispiel zur Anwendung des Kriteriums: Sei A = . A ist streng diago-

Beispiel 4.78. 1.
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D1:3
30
DQ—O 1—3
3 0 3
D;=0 1 -2|=3
3 -2 8
= A ist positiv definit.
2.
1 4 6
A=14 2 1
6 1 6
D1:1
1 4
Dg_‘4 2‘—2—16——14
1 4 6
D;=14 2 1/ =-109
6 1 6

= A ist indefinit.
Satz 4.79. Kriterien:

e Positive Definitheit < Fs gilt fir die fiihrenden Hauptminoren D;:
Dy >0,Dy>0,D3>0,...,D, >0.

e Negative Definitheit < (—A ist positiv definit)< Es gilt:
Dy <0,Dy>0,D3 <0, ..., (—1)”Dn > 0.

e Positive Semidefinitheit: < FEs gilt: Alle Hauptminoren k-ter Ordnung A sind
nichtnegativ: A > 0.

e Negative Semidefinitheit: < Fiir alle Hauptminoren k-ter Ordnung A, gilt:
(—=1)*A, > 0.
Beispiel 4.80. Zum Beispiel ist fiir
a b
= 2)
Al = a, Al =d
Ay = ad — be
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Bemerkung 4.81. Zur Bestimmung der Semidefinitheit ist es notwendig, alle Haupt-
minoren zu betrachten, nicht nur die fiihrenden Hauptminoren. Sei

0
0
-1

A=

o O =
oS O O

Es gilt Dy =1, Dy =0, D3 = 0. Es sind also alle fiihrenden Hauptminoren nichtne-
gativ. Trotzdem ist A nicht positiv semidefinit, da es die Figenwerte 1,0, —1 besitzt
und es gilt el Aes = —1 < 0, wobei e3 = (0,0,1)T. Betrachtet man alle Hauptmi-

noren bemerkt man, dass z.B. der Hauptminor

0 —1 negaity ist. Somit ist das

Kriterium fiir positive Semidefinitheit nicht erfillt.

Beispiel 4.82.

of 5
—— =2x -
B 1 2
of
= 9 —
Oy Lo — X1
det D?f () = ‘_21 :;‘ — 540
Kritische Punkte:
8f T
[ A— 0 TN — _Z
8%1 o 2
Eingesetzt in 32y = 0
af T2
— =0 -2, ——=0
aIQ 2 2
S —4xyg—a29=0
~ — 5:132 =0

= Kritischer Punkt bei (0,0)
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2 -1

-1 -2
Dy =2
D2:—4—1:—5

Hesse-Matriz

= Die Matrix ist indefinit.

Definition 4.83. Sei T ein lokales Maximum, T ist ein globales Maximum, wenn
qgilt

f(@)=f(7)

fir alle lokalen Mazima T.

4.5 Differentiation und Grenzprozesse

Bemerkung 4.84. patologische Beispiele

1. FEine gleichmif$ig konvergente Folge differenzierbarer Funktionen mit nichtdif-
ferenzierbarem Limes

fulx) := {%xQ +5  fir|z| <

] fiir x| >

S|= 3=

2. Eine Folge differenzierbarer Funktionen, die gleichmdfig gegen eine differen-
zierbare Funktion konvergiert, aber die Folge der Ableitungen divergiert

fn(x) =

sin(n?z

n

3. Eine Folge differenzierbarer Funktionen, die gleichmdfiig gegen eine differen-
zierbare Funktion konvergiert, die Folge der Ableitungen konvergiert ebenfalls
(nicht gleichmdfig), aber nicht gegen die Ableitung der Grenzfunktion

:En

fn(x):x__

n

Die f,, sind auf I = [0,1] differenzierbar und konvergieren dort gleichmdfig.
= f(z) = x ist auch differenzierbar.

/

fn<x> =1- mnil

konvergiert in I aber in xo = 1 nicht gegen f (1) = 1.
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Satz 4.85. Stabilitit der Differentiation

Sei (fn)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf einem (beschrinkten)
Intervall (offen oder abgeschlossen), welche punktweise gegen eine Funktion f kon-
vergiert. Ist die Folge der Ableitungen (f;l)ne]N gleichmdf$ig konvergent gegen eine
Funktion f*, so ist auch f differenzierbar und

f=r,
das heifst
i (hm fn> = lim f,;
dx n—oo n—oo

Beweis. Sei xy € 1. Wir definieren auf I eine Funktion A(z) durch

f(x)—f(=o) -
Aw)={ ww e
f*(xo) fir z = xg

Die Differenzierbarkeit von f in xy mit der Ableitung f'(zo) = f*(x) ist dann
gleichbedeutend mit der Stetigkeit von A(z) in & = x¢. Fiir x € I\ {zo} konvergiert

An(:c) - fn(x) B fn(xO) N A(LU)

T — Zo n—00

Nach dem Mittelwertsatz 4.39 gibt es nun Punkte &, € I zwischen z und zg, so dass

r — X9

Folglich ist

A(x) = Azo) = Az) = Au(@) + f,(6a) — [ (20).

Sei nun ein € € R" gegeben.
Wir wéhlen ein ng € IN und ein § € R™, so dass Vn > ng und = € Us(x), mit

Us(xg) :={z €I :|x— x| <}

gilt

’

fal@) = [*(w0)| < |fol) = ()]
1

1P~ )] < e
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Hier wurde die gleichméfiige Konvergenz
o f°

und die Stetigkeit von f* verwendet. Mit @ € Us(xo) gilt auch &, € Us(xg). Zu
beliegbigem = € Us(xo) \ {xo} konnen wir nun ein m(z) > ny finden, so dass fiir alle
n > m(x) gilt

(@)~ Au(a)] < ge

Fiir beliebige x € Us(xo) \ {zo} folgt dann, dass fiir n > m(x) die Abschétzung gilt

[A(z) = Alwo)| < [A(2) = An(@)] + [ £ (&) = F*(x0)]

PRI
26 26—6.

]

Folgerung 4.86. Seien fi stetig differenzierbare Funktionen auf dem beschrdinkten
Intervall I (offen und abgeschlossen) mit Ableitung f, .
Wenn die Partialsummen . fr punktweise und f,; auf I gleichmdflig konvergie-

k=1 k=1
ren, so darf in den zugehdrigen Reiehn gliedweise differenziert werden und es gilt

d & =
x
k=1 k=1
Satz 4.87. Ses M C R™, f: M — R™ inx € M 2-mal stetig differenzierbar.
Dann qilt Vj,k=1,...,n
0;0f(T) = 0,0; f(2)
(ohne Beweis)

Bemerkung 4.88. Ist f k-mal differenzierbar in & (f € C’k(M)), so kann die Rei-
henfolge partieller Differentiationen bis zur k-ten Ordnung beliebig vertauscht wer-
den.
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4.6 Implizite Funktionen und Umkehrabbildun-
gen

4.6.1 Implizite Funktionen

Expliziete Definition: y = f(z)

Implizite Darstellung : F'(z,y) =0

Beispiel

F(z,y) = z* + y*> — 1 « die Punkte des Einheitskreises 9K (0) € R?
Die Gleichung 148t sich formal nach y losen

y=felr) =+V1—a?

Fragestellung

Sei D = D* x DY eine offene Menge in R™ x R™

F : D — R eine stetige Funktion.

Wir wollen untersuchen ob die Gleichung implizit eine Funktion definiert F'(z,y) = 0

xeD* yeDY

Wir suchen f: D* — DV so dass F(x, f(z)) =0
Ein wichtiger Spezialfall ist F'(z,y) = g(y) —2 =0

y=yg'(2)

Satz 4.89 (Implizite Funktion). Seien D* € R"™ und DY € R™ offene Mengen und
F:D* x DY — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei (z,y) € D* x DY ein
Punkt, in dem F(z,y) = 0 gilt und die Jakobi-Matriz D,F(z,y) € R™™ reguldr
15t1.

1. Dann gibt es eine offene Umgebung U(Z) x U(y) C D* x DY und eine stetige
Funktion f : U(z) — U(y), so dass F(z, f(x)) =0 fir x € U(z)

2. Die Funktion f ist eindeutig bestimmt, das heifst ist (x,y) € U(Z) x U(y) ein
Punkt mit F(x,y) =0 so isty = f(x)

3. Die Funktion f ist stetig differenzierbar und thre Jakobi-Matrix
Jr@ = Do f(Z) € R™*™ ist gegeben durch

‘]f(:f) = _DyF(j7g)_1DmF(j7g)

(ohne Beweis)

Bemerkung

Eine quadratische Matrix A € K™*" ist reguldr, wenn die zugehorige lineare Abbil-
dung bijektiv ist.
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Lemma 4.90. Fiir A= (a;;)7_, € K" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
o A ist reguldr.
o Ax =10 ist Vb € K" eindeutig ldsbar.
o det(A) #0
e Rang(A)=n

4.6.2 Regulidre Abbildungen

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Invertierbarkeit von Abbildungen f: D C R" —
Rn

Frage: Existenz von f~': By — R”"

In einer Dimension: Fiir stetig differenzierbare Funktionen f : I C R — R folgt aus
der strikten Monotonie, wenn f'(z) # 0, x € D, die Existenz von f~': By — R
welches stetig differenzierbar ist.

Beispiel: Die (offene) Teilmenge D := {(r,0),r € RT,0 € R}

1 = fi(r,0) :=rcos(O)
Ty = fo(r,0) :=rsin(O)

Diese Abblidung kann nur lokal injektiv sein.
(Im Streifen G := {(r,0),r € Rt,0 € [0, 27]})

Fiir » = 0 tritt ein Problem auf, weil
(0,0),0 € R — (0,0)
was der Injektivitdt wiederspriche.

Definition 4.91. Sei D C R" offen. Fine Abblidung f : D — R"™ heifit requldr
in einem Punkt & € D, wenn sie in einer Umgebung Ks(&) C D wvon & stetig
differenzierbar ist, und die Matriz J¢(Z) invertierbar ist. Sie heifit reguldr in D,
wenn sie in jedem Punkt & € D requldr ist.

Satz 4.92 (Umkehrabbildung). Sei D C R™ offen und f : D — R™ regulir in
einem Punkt & € D. Dann gibt es eine offene Umgebung V (z) C D wvon &, die von
[ bijektiv auf eine offene Umgebung U(y) C R™ von g := f(&) abgebildet wird. Die
Umkehrabbildung = : U(§) — V(&) ist ebenfalls regulir in 1, und es gilt:

Jp-1(9) = (Jp(2))

R 1
det Jffl (’y) = W
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Beweis. Sei & € D und y := f(z) € f(D). Wir betrachten Abbildungen F : R™ x
D — R"

Fly,z) =y — f(x)
Offenbar ist F(g,z) =0
Die Jakobimatrix D, F(y,z) = —J¢(x) ist regulér in & geméf Vorrausetzungen.
Nach dem Satz iiber Implizite Funktionen (angewendet mit vertauschten Rollen
von z und y) gibt es (offene) Umgebungen U(y) von y und U(Z) von & sowie eine
(eindeutig bestimmte) stetig differenzierbare Funktion

g:U(y) — U(2)

so dass
0=F(y,9(v) =y — flgy) yeU®)

= Es gibt zu jedem

y € U(9)
genau ein
r=g(y) € U(Z) mit y = f(x)
Wir setzen
V(2) :=U@) N fHU@©) ={xrcU): fx) € U@H)}
weil
U(z) und f~H(U(9))
offen ist

= V(&) offen.

Ferner wird V' (Z) bijektiv auf U(y) abgebildet.

Die Umkehrabbildung ist f~! = g.

Wegen Jgop-1(-) = Jig(+) = I folgt mit der Kettenregel

und det Jr_1(f(x)) O

_ 1
T det Jy(x)

Folgerung 4.93. Ist die Abbildung f : D C R™ — R"™ reguldr, so ist fiir jede offene
Menge O C D, auch die Bildmenge f(O) offen. Solche Abbildungen sind auch als
Loffen “ bezeichnet.
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Beweis. Sei O C D offen und y € f(O) belibig mit y = f(x) =z € O. Nach
Satz 4.92 gibt es zu y die Umgebung K, (y) C f(O) sowie Ky (z) C O, so dass
K, (y) C f(Ks(z)) folglich ist O offen. O

Bemerkung Eine eindeutige stetige Abbildung f einer offenen Menge f(D) C R”
mit stetiger Umkehrabbildung wird ,,Homéomorphismus“ genannt. Sind sowohl f
als auch f~! stetig differenzierbar, so spricht man von einem ,, Diffeomorphismus “.

Beispiel f: Rt x R — R?
(x1,m9) = f(r,0©) = (rcos(O), rsin(O))

(sogenannte Transformation der Polarkoordinaten).

Die Jakobimatrix J;(r, ©) := (g:ﬁ ggji;) — (Zi:((g; ;ZZ:E(@%))

det J¢(r,©) = r > 0. Die Abbildung f ist also auf ganz D := R* x R reguldr. Nach
Satz 4.92 ist f also iiberall in D lokal umkehrbar.

‘]ffl(an,xz) = (‘]f(r’ @))_1 - (—7‘0_0183<1C:)12®) T_Sllrclc()g)()@))

Wir rechnen r = /% + 23

rlr; = cos(O)

r1ry = sin(O)

Jf*1($1u$2) =

1 (:E“/x%—ka:% a:m/:p%—l—x%)
—T9 T

2 2
T+ 75

Hier kann man f~! explizit ausrechnen:

U::]RW(—%,%), V.—R*xR

f ist bijektiv und f~(z,y) = (\/(L’% + x%,arctan(i—;))
Die Abbildung f bildet RT x R auf R?\ {0} ab, sie ist aber wegen f(r,0) =
f(r,© + 2km), k € Z nicht global injektiv.
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Bemerkung Zum Newton Verfahren in R”
Nichtlineare Gleichungen f(z) =0 in K".
Wenn f: D C R" — R” stetig differenzierbar.

In R! haben wir z;, = 21 — % Wichtig ist dass dies konvergiert (Banachscher

Fixpunktsatz).
In R™ schreiben wir: 28 = 2@~ — Jo(z*=D)=1 f(z+=1)) ke N

4.7 Extremalaufgaben mit Nebenbedingungen

f:D—-R, g:D—-R DCR"
Wir suchen & € D mit der Eigenschaft f(z) = inf(f(x),z € U(z), g(z) = 0)

Satz 4.94 (Lagrange-Multiplikatoren). Sei D C R"™ offen, und f,g : D — R ste-
tig differenzierbare Abbildungen. Ferner sei & € D ein Punkt, in dem f ein lokales
Extremum unter der Nebenbedingung g(z) = 0 besitzt, das heifst f(z) = xei(}lr:fN f(z)
oder f(z) = sup f(x), wobei

z€UNNy
U(z) C D eine Umgebung von & ist und

Ng = {.73 S D,g(x) = O}
Ist dann V(i) # 0, so gibt es ein A € R, so dass
V(@) = V(i)

Der Parameter \ wird Lagrange-Multiplikator genannt.

Beweis. Wegen Vg(z) # 0 konnen wir nach eventueller Umnumerierung der Koor-
dinaten annehmen, dass 0,¢(z) # 0. Wir sehen

Zi= (31, .., 30) €R"
& = (&, e dipy) € R*
= &= (&, 3n)

Satz iiber implizite Funktionen angewendet auf die Gleichung F(z',z,) = g(z) =0
liefert die Existenz von U(2') C R" ! und U(%,) C R mit U(2") x U(Z,) C D, sowie
einer (eindeutig bestimmten) stetig differenzierbaren Funktion ¢ : U(2') — U(z,),
so dass F'(z/, p(2')) = 0und N,N(U(2")xU(2,)) = {z € U@ )xU(Zy,) : , = p(2')}
Mit hilfe der Kettenregeln folgt aus
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0;9(2) + 0ng(2) - Oip(2) =0 i =1,...,n—1Da f auf N, im Punkt 2 ein lokales
Extremum besitzt, hat die Funktion f(z/) = F(', ¢(z')) auch ein lokales Extremum
= 0=0,f(&) = 0, (&) + O f(2)0ip() i=1,...,n—1

Definieren wir nun A := 8, f(2)9,g(2) !

beziehungsweise 9, f (1) = Ang(2)

= 0;f(2) = A\0ig(2) i=1.n

= V(i) = AVg(2) O

Bemerkung: Die Aussage vom Satz bedeutet, dass jedes lokale Minimum Z von f
unter der Bedingung ¢(Z) = 0 notwendig zu einem ,,Stationdren Punkt“ der Lagran-
ge Funktion korrespondiert: L(z,\) = f(z) — Ag(z), (x,\) € D x D

das heiBt: V0 L(2, \) = (fo(@) — AV.g(2)

= 0 — ,Euler-Lagrange-Formalismus”
9(2) ) B

(,induzierte“ Losungsmethode)

Beispiel Sei A = (ay5)7,=, € R™™ eine symmetrische Matrix und f die zugehorige
quadratische Form

fi=(x,Ax)y = Z ;T
ij=1
Wir wollen extrema von f unter der Nebenbedingung ||z||; = 1 finden.
Wir definieren g(z) = ||z|l — 1, N, = {z € R", g(x) = 0}
Wegen Q5 = Qg - 8kf(x) = ZZj:l aijxjc;ik + ZZj:l aijmi(gjk = Z?:l QT j +
Yoo Qi =2 0 agw;, k=1,...n
1 i=k
b=1
0 sonst
Vi(x)=2Ax
Satz = 3\ € R: A7 = \i
Vi Vg
(&) = (&, AR)y = (&, M) = A
= Minumum wird bei = Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert S\mm angenomimen.

Es folgt
. (I,AI)2

Amin = MIN 5
Aern | |z|[3

das heifit A, ist das Minimum des sogenannten ,Rayley Quotienten® R(x) :=
(x,Ax)2
IIx[13
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