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Bemerkung: Wir betrachten R und C mit der Standardmetrik versehen.

AUFGABE 1

a) Wir definieren die Funktion f : [0,00[— R durch f(z) := z®. Fiir welche o € Q7 ist f stetig in
x = 0, fiir welche o € QT ist f sogar Lipschitz-stetig in z = 0.

b) Seien m,n € Z gegeben. Wir definieren f : R? — R durch

™y exp(—ﬁ) fir z<0,yeR
flz,y) =10 fir z=0,y€eR
x"y? exp(—@) fir «>0,yeR.
Fiir welche m,n € Z ist f iiberall stetig? (Hinweis: Zeigen Sie zunéchst lim,_,o exp(—z) = 0

mithilfe der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, sowie lim, o 2" exp(—2z) = 0 fiir
n > 0 mithilfe der Reihendarstellung der Exponentialfunktion.)

4 Punkte

AUFGABE 2
a) Die durch
rz+2 fir z< -2
fx)y=<0 fir =0
r—2 fir z>2,

definierte Funktion f : Dy := {x € R | |z| > 2} U{0} — R ist bijektiv, so dass ihre Umkehrfunk-
tion f~1: R — Dy existiert. Zeigen Sie, dass f stetig ist, aber f~! nicht.

b) Zeigen Sie, dass die Logarithmusfunktion f : [a,00) — R, f(z) = log(z), fir alle a > 0
gleichméBig stetig ist, die Funktion g : (0,00) — R, g(z) = log(z) aber nicht.

4 Punkte

AUFGABE 3
Verwenden Sie den Zwischenwertsatz!

a) Zeigen Sie, dass das reelle Polynom
p(x) =2°+2* +42 -5
im Intervall I = [—1, 1] mindestens eine Nullstelle hat.

b) Zeigen Sie, dass die durch
exp(z2) — 1
flay = 1— /SR

definierte reelle Funktion f : [0,1] — [0, 1] mindestens einen Fixpunkt hat. (Hinweis: Beachten
Sie, dass die Wurzelfunktion als Umkehrung der Quadratfunktion monoton ist.)

e—x

4 Punkte

BITTE WENDEN!



AUFGABE 4

a) Untersuchen Sie, ob die durch
fu(z) :=]cos"(z)], mneN,

auf dem Intervall I := [0, 7] definierte Folge von reellen Funktionen auf I punktweise konver-
giert und bestimmen Sie gegebenenfalls ihre Grenzfunktion. Zeigen Sie dadiir zunéchst, dass
|cos(x)| <1 gilt. Ist diese Konvergenz gleichméBig?

b) Wie lautet das Ergebnis bei der Betrachtung der Funktionenfolge auf dem kleineren Intervall
J=[ir2x]cI?

4 Punkte



