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Bemerkung: Wir betrachten R und C mit der Standardmetrik versehen.

Aufgabe 1

a) Zeigen Sie mithilfe der Reihendarstellung des Cosinus, dass für alle x ∈ R mit |x| < 1 gilt:
| cos(x)− 1| ≤ (e− 1) · |x|2.

b) Berechnen Sie den Grenzwert limx→0
cos(x)−1

x .

4 Punkte

Aufgabe 2

Wir betrachten Funktionen f, g : R→ R, definiert durch

f(x) =

{
x3−8
x−2 − 12 für x 6= 2

0 für x = 2
und g(x) =

{
x3+8
x−2 − 12 für x 6= 2

0 für x = 2.

Zeigen oder widerlegen Sie, dass f und g stetige Funktionen sind.

4 Punkte

Aufgabe 3

a) Sei f : (X, dX)→ (Y, dY ) eine stetige Abbildung zwischen metrischen Räumen. Zeigen Sie, dass
gilt: Wenn U in (Y, dY ) offen ist, dann ist f−1(U) in (X, dX) offen.

b) Eine Abbildung f : (X, dX) → (Y, dY ) heißt offen, wenn gilt: Ist U in (X, dX) offen, dann ist
f(U) offen in (Y, dY ). Zeigen Sie oder widerlegen Sie:

– Wenn f offen ist, dann ist f stetig.

– Ist f bijektiv, dann gilt: f ist offen genau dann, wenn f−1 stetig ist.

4 Punkte

Aufgabe 4

Wir definieren für x ∈ C den hyperbolischen Sinus und Cosinus durch

sinh(x) =
1

i
sin(ix) =

1

2
(exp(x)− exp(−x)),

cosh(x) = cos(ix) =
1

2
(exp(x) + exp(−x)).

a) Zeigen Sie, dass die Funktionen sinh und cosh für alle x ∈ C stetig sind.

b) Stellen Sie sinh(x) und cosh(x) durch Reihen dar.

c) Zeigen Sie für alle x, y ∈ C: cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y).

d) Zeigen Sie für alle x ∈ C : cosh(x)2 − sinh(x)2 = 1.

4 Punkte


