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Aufgabe 1

Eine Anlage produziert radioaktive Abfälle. Die Abfälle werden in einem Becken gesammelt, wo sie
durch radioaktive Prozesse weiter zerfallen. Jeden Abend werde dem Becken die Menge m an radio-
aktiven Abfällen hinzugefügt. Die Menge an Abfällen, die am Tag n vorhanden ist (nach hinzufügen
der täglichen Dosis) werde mit Mn bezeichnet. Nach einem Tag ist von der Menge Mn nur noch ein
Rest α ·Mn, α ∈ (0, 1) vorhanden.

Wir beschreiben den Sachverhalt durch folgendes Modell: Am Tag 0 werde die Anlage in Betrieb
genommen, am Abend des Tages Null werden erstmals Abfälle in das Becken entleert. Die abendliche
Abfallmenge wird dann beschrieben durch:{

Mn+1 = Mn · α+m

M0 = m
(1)

a) Zeigen Sie durch vollständige Induktion, dass (Mn)n∈N eine Reihe mit den Partialsummen
Mn = m

∑n
i=0 α

i ist.

b) Zeigen Sie unter Verwendung des Ergebnisses aus a) durch Abschätzung des QuotientenMn+1/Mn,
dass die Folge (Mn)n∈N streng monoton wächst.

c) Bestimmen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes den GrenzwertM∞ der Folge (Mn)n∈N.

d) Zeigen Sie, dass Ihre unter a) angegebene Reihe folgende Beziehung erfüllt:Mn−Mk = αk+1Mn−k−1,
für n > k > 0. Berechnen Sie damit den Grenzwert limn→∞Mn −Mk = M∞ −Mk.

e) Geben Sie basierend auf d) eine geschlossene Formel für Mn, n > 0 an. Am Abend welchen Tages
befindet sich die Abfallmenge erstmals in der ε-Umgebung von M∞, wenn sie ε = 0, 1·M∞ setzen?

7 Punkte

Aufgabe 2

Sei (xn)n∈N eine konvergente Folge in R mit dem Grenzwert limn→∞ xn = x ∈ R.

a) Zeigen Sie, dass auch die Folge (yn)n∈N mit

yn :=
1

n

n∑
j=1

xj

in R konvergiert mit Grenzwert limn→∞ yn = x.

b) Man finde eine in R divergente Folge (xn)n∈N, für welche (yn)n∈N wie in a) definiert konvergiert.

3 Punkte

BITTE WENDEN!



Aufgabe 3

In der Vorlesung haben Sie das Newton-Verfahren kennengelernt. Für die Gleichung x2 = a lautet die
Newton-Iteration

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
.

Im Folgenden sei a ∈ R, a > 0 fest. Wir definieren:

Fa(x) =
1

2

(
x+

a

x

)
.

In der Vorlesung wurde bewiesen:

(x0 > 0 und x20 ≥ a)⇒ (x2n ≥ a und xn ≥ xn+1)

a) Sei x0 > 0 mit x20 ≥ a beliebig. Zeigen Sie:

(i) Für alle x ∈ [
√
a, x0] ist Fa(x) ∈ [

√
a, x0], das heißt Fa([

√
a, x0]) ⊂ [

√
a, x0].

(ii) F : [
√
a, x0]→ [

√
a, x0] ist eine strenge Kontraktion.

b) Geben Sie ein Beispiel für x0 ∈ [0.01,
√
a] um zu zeigen, dass Fa : R+ \ (0, 0.01)→ R+ \ (0, 0.01)

keine strenge Kontraktion ist.

c) Kann man aus b) folgern, dass die Newton-Iteration mit obigem Fa für Startwerte aus [0.01,
√
a]

nicht konvergieren kann?

d) Sei a ∈ R, a > 0. Es gilt:
√
a ist Fixpunkt von Ga : R→ R, Ga(x) = a/x. Ist Ga zur iterativen

Bestimmung von
√
a, das heißt durch eine Folge x0 > 0, x0 ∈ R, xn+1 = Ga(xn), geeignet?

6 Punkte


