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Aufgabe 1

Sei x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Wir definieren die Normen

‖x‖2 :=

√√√√ n∑
i=1

x2i , ‖x‖1 :=
n∑
i=1

|xi| und ‖x‖∞ := max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}.

Zeigen Sie für x ∈ Rn die folgenden Ungleichungen:

(a) ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞

(b) 1√
n
‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1

4 Punkte

Aufgabe 2

Für x, y ∈ Rn ist durch ‖x‖2 (Aufgabe 1) die Standardnorm und durch 〈x, y〉 =
∑n

i=1 xiyi ∈ R das
Standardskalarprodukt definiert. Zeigen Sie folgende Identitäten:

(a) ‖x+ y‖22 = ‖x‖22 + ‖y‖22 + 2〈x, y〉
(b) ‖x+ y‖22 + ‖x− y‖22 = 2(‖x‖22 + ‖y‖22)
(c) ‖x+ y‖22 − ‖x− y‖22 = 4〈x, y〉
(d) Geben Sie jeweils eine geometrische Interpretation an.

4 Punkte

Aufgabe 3

Es sei (M,d) ein metrischer Raum.

(a) Es sei (an)n∈N eine Cauchy-Folge in M . Zeigen Sie, dass dann auch jede Teilfolge von (an)n∈N
eine Cauchy-Folge ist.

(b) Es sei (bn)n∈N eine konvergente Folge in M . Zeigen Sie, dass dann auch jede Teilfolge von (bn)n∈N
konvergiert und denselben Grenzwert hat.

(c) Es sei (yn)n∈N eine Cauchy-Folge in R bezüglich der Metrik d(x, y) = |y− x|, und es sei (xn)n∈N
eine konvergente Folge mit Grenzwert x 6= 0 in R. Zeigen Sie, dass ynx

−1
n für fast alle n (das

heißt alle bis auf endlich viele) definiert ist und dass die resultierende Teilfolge eine Cauchy-Folge
ist.

4 Punkte

BITTE WENDEN!



Aufgabe 4

Entscheiden Sie in den folgenden Fällen, ob es sich um metrische Räume handelt:

(a) (M,d), wobei M eine beliebige Menge ist und d(x, y) :=

{
1 falls x 6= y

0 falls x = y
.

(b) (R2, d) mit d(x, y) := |x1 − y1|, wobei x = (x1, x2) und y = (y1, y2).

(c) (Z, dp), wobei p eine Primzahl ist und

dp(x, y) :=

{
p−ν mit ν := max{n ∈ N0 mit p−n(x− y) ∈ Z} falls x 6= y

0 falls x = y

(d) (R, d) mit d(x, y) := |x2 − y2|.
4 Punkte


